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KATA PENGANTAR

Mengingat akan kesulitan - kesulitan yang sering dialami para mahasiswa
eksakta dalam mempelajari persamaan diferensial, serta kurangnya buku- buku
mengenai persamaan diferensial maka penulis berusaha mengatasinya dengan
menyusun persamaan diferensial ini.

Dalam buku persamaan diferensial ini, penulis telah berusaha menyajikan
bahan- bahan dalam bentuk pemecahan atau uraian- uraian yang mengandung
unsur - unsur didaktik dan metodik yang singkat, praktis dan konstruktif dalam
uraian- uraian pembuktian rumus maupun dalam penyelesaian soal.

Jadi semua uraian- uraiannya mudah dipelajari dan dimengerti, demikian
pula contoh- contoh soalnya. Inilah yang membedakan buku ini denga buku-
buku lain yang mengandung persamaan diferensial. Semoga dengan dibuatkan
buku ini pembaca dapat memahami tentang definis, teorema, dan pernyataan
secara detail dengan memperhatikan contoh-contoh soal yang mengiringinya.
Cobalah untuk menjawab soal-soal yang ada pada setiap akhir bab. Silahkan
belajar kelompok sebagai sarana diskusi sekaligus untuk menghilangkan rasa
jenuh.

Akhirnya, diharapkan semoga buku ini bermanfaat bagi pembaca khususnya
mahasiswa. Penulis juga mengharapkan kritik dan saran yang bersifat
membangun demi pembuatan buku selanjutnya yang masih berhubungan
dengan persamaan diferensial.

Pematang Siantar, September 2021

Yanty M. R. Marbun, M.Pd
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BAB I
PERSAMAAN DIFERENSIAL TINGKAT SATU DERAJAT SATU

Variabel Yang Dapat Dipisahkan

Bentuk Umum:
P (xy)dx+Q (xy)dy =0
Persamaan ini dapat diselesaikan berdasarkan bentuknya, dimana terdiri
dari 2 bentuk yaitu:

1. M (x)dx+ N (y)dy =0
Fungsi yang mengandung dx hanya fungsi x, dan fungsi yang mengandung
unsur dy hanya fungsi y, sehingga kedua ruas bisa langsung diintegralkan
menjadi:
[ M@ dx + [ N)dy = C

2. M(x).R(x)dx + N(x).S(y)dy =0
Fungsi yang mengandung dx ada fungsi x, dan ada fungsi y, dan fungsi
yang mengandung unsur dy ada fungsi x dan ada fungsi y, sehingga kedua
ruas harus diubah dulu menjadi bentuk pertama. Dengan membagi kedua
ruas dengan R(y). N(x) menjadi:

M(x) S M (X) S)
a2l = —
v X TRy @ =0 Iro @ ey ® =
Contoh Soal:
1. (xy —x)dx+ (xy +y)dy =0
Penyelesaian :
(y-1)dx+y(x+1)d
Jawab: b y-Dx+1

X Y
fx+1dx+fy—dy=C1

x+1-1 y—1
fﬁdwrf—dy G

fx+1d J‘
x+1

PERSAMAAN DIFERENSI | 1



fdx—ln(x+1)+fdy+ln(y—1)=C1

x—Inx+1D)+y+In(y—1) =¢(;
=misalkan Ci=In C

+1
ex+y+ln¥—_|__i — elncC

y—1
ll"I.QC+1 =C

=InC

Y
1
x+y+ nx

e*.eV.e

-1
eX. e X -=¢C
x+1

(y—1De*. ey =C(x+1)
2. y3dy + V1 —x2dy=0

Penyelesaian :
y3dy + V1 —x2dy = 0.cecvvrrreee dibagi y3(vV1 —x2 )
1 1
———dx+—dy=0
V1 —x2 y? Y
1
fv1—x2

arcsinx + (—l ) =cC
ZY 1

1
dx+f}?dy=0

: 1
arcsmx—ﬁz Cy
1
22
. 1
2(arcsinx — C;) =—

arcsinx — C; = wer e odikali 2

2(arcsinx — C;)y? =1 ,misalkan: —C; = C

5 1
Y = Z@rcsinx+)
3. y(1 —x)dx +x?(1 —y)dy =0

Penyelesaian:

y(1 —x)dx +x?(1 —y)dy =0 — dibgi dengan (y.x?)

1—x 1-y
f " dx+f7dy=C1

1 x 1 y
fx—zdx—jx—de-Ff;dy—f;dy: Cl

1 1 1
fx—zdx—j;dx+_[;dy—fdy=61
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1
—;—lnx+lny—y=C1

- % + m% —y =0 =misalkan C;=In C

Latihan Soal:
Selesaikan solusi dari persamaan diferensial dibawah ini:
1. (1+2x2)y y’ = 2x(1+y?)

2. x2ydx + (x+1)dy =0
3. y'+@+1cosx=0
4, sinxcosydx +tanycosxdy =0
5 dy _ 4x+xy?
’ dx = y-x2%y
6. (x2+4)2—i/= (y+2)(x+Vx2+4)
7 ay _ (2-y)*
’ dx ~ 2V1+x
8. 2xy(4—yHdx+(@y-1D*+2)dy=0

Persamaan Diferensial Homogen

Bentuk Umum :
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

Ciri umum Homogen : Tiap suku derajatnya sama.
Contoh :
1. F(x,y) =3x?+4xy—7y?

F(tx, ty) = 3t%x% + 4t%xy — 7t%y?

F(tx, ty) = t>(3x% + 4xy — 7y?)

t2.F(x,y) —lomogen derajat 2
2. F(x,y) =x++x*>+y?

F(tx,ty) = tx + \/t?x? + t2y?

PERSAMAAN DIFERENSI | 3



=tx +ty/x2+y? = t(x+ x? +y2)
t.F(x,y) —lomogen derajat 1
3. F(x,y) =x*>+y
F(tx,ty) = t?x? + ty = t(tx* +y) Non Homogen
Bentuk umum diatas dikatakan PD Homogen jika :

Fungsi M dan N adalah homogen dengan derajat sama. Persamaan ini dapat

diselesaikan dengan subsitusi :
v= %atau y =vx
dy = vdx + xdv
M(x,y) = M(x,vx) = x™R(v)
N(x,y) » N(x,vx) = x™S(v)
xMR(w)dx + x™S(v)(vdx + xdv) = 0
.dibagi dengan x™

R(w)dx + S(v)(vdx + xdv) = 0
R(w)dx + v.S(v)dx + x.S(v)dv =0

{R(v) +v.S(w)}dx + x.S(v)dv =0

dx S(w)

—+———————dv=0

x Rw)+vSW)

Maka: [E+[—" __qv=c
ox R(V)+V.5(V)

Contoh soal :
Carilah jawab persamaan differensial :
1 dy _ —xy+y?

dx xy
Penyelesaian:

dy _ —xy+y?

dx Xy
xydy = (—xy +y?)dx
xydy + (xy —y*)dx =0 :dibagi dengan x?

2
y y y _
;dy+;dx—(;) Ax =0 o (1)
Substitusi v = 3;/ = y=vx

dy = vdx + xdv
Persamaan (1) menjadi:
v (vdx + xdv) + vdx — v?dx = 0
v2dx+vxdv+vdx —v?dx =0

4 | PERSAMAAN DIFERENSI
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vxdv+vdx =0 dibagi dengan vx

dv + ax _ 0
X

dx
fdv + f7 = C1
v+inx =(C; , subsitusi nilai v =y/x
% +x=0(; , di In-kan

y
ex + el =G , misalkan e‘ = C
y

xex =(C
L _Y_ ot
dx x x

Penyelesaian :

(% —cot %) dx = dy

(% _ cot%) dx —dy =0 e (1);

subsitusikan : v = %,y = vx,dy = vdx + xdv ke (1)

didapat : (v — cotv)dx — (vdx + xdv) =0

vdx — cot vdx — vdx — xdv =0

—cotvdx — xdv =6—»: (—x. cotv)

1 1
—dx+——dv =0
X cotv

1 1
J—dx+f—dv=C1
X cotv

1
Inxdx + f—dv=C1

cosv/ ]

sinv
sinv

Inxdx + dv =C1
cos v

mis : u = cosv

du = —sinvdv

—du = sinvdv

sinv
lnx+f dv =C1
cos v

1
lnx+f—.—du= C1
u

1
Inx +(—f—du) =C1
u

Inx+(—lnu)="C1
Inx+(—Incosv) =C1;,Cl=—InC
Inx—Incosv=—-InC
—Incosv=—-InC—Inx
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—Incosv=—(InC +Inx)

—Incosv=—InCx
cosv=Cx;, v= 4
X
cosz =Cx
X

3. Y _ 142 cos2?

dx X x

Penyelesaian :

(1 + J;’—cos2 G)) AX = AYeorrrrrsrsssrrrsersssessssssssssiins (1)

(1 + %—cos2 (%)) dx —dy = 0;

Subsitusikan : v = %,y = vx,dy = vdx + xdv ke (1)
(1 4+ v—cos?(v))dx — (vdx + xdv) = 0

dx + vdx—cos?vdx — vdx — xdv = 0
(1—cos?v)dx —xdv =0

sinvdx —xdv=0 —»  :(x.sin?v)
1 1

—dx ————dv=0

x sin?v

1 1
j—dx—.[ — dv=2C
X sin?v

Inx —(—cotv)=C

cotv=C—Inx; subs.v =X
X

cot (%) =C—-Inx

a
4. -2

dx xX+\/xy
Penyelesaian :

Y dx = (X + \[XY) QYo (1)
ydx—(x+\/x_y)dy=0 subs :y =v.x,dy = vdx + xdv
vxdx — (x + vxz) (vdx + xdv) =0

vxdx — (x + xvv)(vdx + xdv) = 0

vxdx — vxdx — x2dv — vx\vdx — x*\vdv = 0

—vx\vdx — x%dv — x%\Jvdv = 0

—vxvvdx — (x% + x*>Vv)dv =0

—xVv2dx. v — (x? + x?Vv)dv = 0

—xyv2vdx —x?(1++Vv)dv =0
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—x\/;dx —x*(1++Vv)dv=0
—x\/_3dx—x2(1+\/§)dv=0 ——v
1++v
{?
[Lacs [M00

-3

lnx+f(1+v7)<v7)dv=6
-3

lnx+f(v7)dv+fv_1dv=C

-1
Inx—2v2 +lnv=_C

—dx dv=0

2 y
Inx——+Mnv=_C_; subs.v=;

Vv

2 .
Inx —-——+ ln% = C,,,,selesaikan ke eksponen

Bx2y + y¥)dx + (x3 4+ 3xy?)dy =0
Penyelesaian :

Bx%y +y3)dx + (x3 4+ 3xy?)dy = 0 :dibagi dengan x3
Y (Y NNy = 0; subs:v=y=
(3;+(;) )dx+(1+3(;) )dy— 0; subs: v—;,y—vx,dy
= vdx + xdv

(Bv +v3)dx + (1 + 3v?)(vdx + xdv) = 0

3vdx + v3dx + vdx + xdv + 3v3dx + 3vixdv = 0
Brv+v3+v+3v3)dx + (x + 3v2x)dv =0

(4v + 4v3)dx + (x + 3v2x)dv =0

(4v + 4v¥)dx + x(1 + 3v>)dv =0

4(v+v3)dx + x(1+3v3)dv =10 :dibagi dengan x(v +
v3)

4 1+ 3v2

—dx 7 dv=0

1+3v
J _[ dv—Cl

mmu=v+v
du =1+ 3v?dv

1
Jadu =Inu=mn(v+v3

4 Inx + In(v + v3) = C1; misalkan : C1 = InC
4inx + In(v+v3) =InC
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Inx*+In(v+v3) =InC
Inx*(v+v3) =InC
x*w+v¥=cC

3
o)
& _ _
dx 2xy—3y2
Penyelesaian :
2xy — 3y%dy = —(2x% + y?)dx
2xy — 3y?dy = —2x% — y?dx
2xy — 3y?dy + (2x% + y*)dx = 0
(2x2 —y?)dx + (2xy — 3y?)dy =0
(2x%2 — y¥)dx + (2xy —3y*)dy =0

(2+(§)2)dx+(2%+3

2x%+y?

—» x3y +xy3

=C

—_— x>

y2> y
=) Jdy=0v==y=vx,dy =vd d
(x) y v xy vx,dy = vdx + xav

(2 +v?)dx + 2v — 3v?)(vdx + xdv) = 0

2dx + v2dx + (2v2dx + 2vxdv — 3v3dx — 3v2xdv) = 0
(2dx + 3v?dx — 3v3dx) + (2Qux — 3v%x)dv =0

(2 +3v2=3v3)dx + x(2v — 3v¥)dv =0

(2 +3v2=3v3)dx + x(2v — 3v¥)dv =0

3v3)

1 2v — 3v?

—dx +mdv =0
2v — 3v?

f f2+3v2 sdv=C1

mis :u = 2 + 3v? —317
du = 6v — 9v?dv

du = 3(2v — 3v?¥)dv

1

§du = 2v — 3v?

111 1

§fadu =§lnu+ C

Inx +3In(2 +3v2 - 3v°) = (1
3inx +In(2 + 3v? —3v3) =3C1;
Inx3+n2+3v?—-3v3) =InC

Inx3 (2 + 3v2 — 3v%) = InC; v = %

X3 (2+3(%)2 —3(%)3) =C

2x3 4+ 3xy? —3y3 =

8 | PERSAMAAN DIFERENSI
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Latihan soal:

Carilah solusi dari persamaan diferensial homogen berikut :
1. (x+y)dx+xdy=0
2. 2xydx+ (x?—y3)dy=0

dy _ xy
3. dx  x2+y2

4 dy _ JxZ+y?+4y

dx x

4 -y
xe x +
5 dy_xex+y

dx x
4 G?
6 dy _ 2xye
o ) 1r2eB)
y2+y2e\V/ +2x2e\y

7 dy _ x*+3x2y%+y*
" odx x3y

x x N _
8 (1+2ev)dx+ 2ev (1—3—/)dy—0
9. 2xyy’'-y?+x2=0

10. y(y + xey) dx — x?evdy = 0

Persamaan Diferensial Dengan Koefisen-koefisien Linier

Bentuk umum:
(ax+by+c)dx+ (px+qy +r)dy=0........ (D
1) Bila ¢ =0, r = 0, maka (1) menjadi :
(ax+by)dx+(px+qy)dy =0
adalah P.D. homogen dengan substitusi v =y/x

2) Bila (px+qy) = k(ax+by) atau% = % (k = bil. konstanta)

(ax+Dby+c)dx+[k(ax+by)+r]dy=0...... (2)
misalkan ax+by = zatau a dx+b dy=dz
(2) menjadi: (z +c)dx + (kz + 1) (@) -0

atau (z+c—kaz+ra)dx+kz+rdz:0

b b

PERSAMAAN DIFERENSI | 9



(adalah P.D. variabel-variabel terpisah).

3) Bila3¢9,c¢0,r¢0
P

[. Dengan mempergunakan variabel baru.
ax+by+c=udengan/ab|=0

PX+Qy+r =V dengan| pq|=0

dan didapat :

adx+bdy=du

p dx+q dy=dv
du b

maka dX = v g =qdu_bdv
a b aq—hbp
P q
a du

d _
dy = p av :adv p du

a b agq—bp
P q

masukkan harga-harga dX dan dy ke dalam persamaan (1) didapat
persamaan differensial homogen.
(qu— pv)du + (av—bu)dv = 0 substitusi z = %
[I. Dengan mengambil bentuk-bentuk :
ax+by+c=0 adalah persamaan 2 garis
pXx+qy+r=0  yangberpotongan
misalkan titik potong kedua garis itu (X;,Y,)
dengan substitusi :
X =X—X, atau X=X + X, ;dx=dX
Y=y-y, atau y=Y +y, ;dy=dY
ke dalam persamaan (1) didapat:
(@X +bY)dX +(pX +qY)dY =0

Y
(adalah persamaan differensial homogen,dengan substitusi vV = Y ).
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Contoh soal :
Carilah solusi dari persamaan diferensial berikut :

(7x=3y—-7)dx+ (3x—-7y—-3)dy=0

Penyelesaian :
(7x=3y—-7)dx+(3x—7y—-3)dy=0...... @
mis :
7x-3y—-7=u 7dx—3dy =du
maka
3X-7y-3=v 3dx—7dy=dv
du -3
dx = dv —7| —7du-3dv _ 7du+3dv
7 -3 -40 40
3 -7
7 du
dy = 3 dv| 7dv-3du_7dv-3du_3du-7dv
7 -3 -49+9 -40 40
3 -7

harga-harga dx dan dy disubstitusi ke persamaan (1), maka :

u(7du+3dv)+v(—7dv+3du) 0
40 - 40

u(7du+3dv)+v(3du-7dv) =0
7udu+3udv+3vdu—7vdv=0
(7u+3v)du+Bu—-7v)dv=0...... (2

x(—40)

PERSAMAAN DIFERENSI | 11



substitusiu =v.z— du=vdz+zdv
(7(vx) +3v)(vdz + zdv) + (3(vz) - 7v)dv =0
vezdz-7vz® dv-3v? dz-3vzdv-3vzdv+7vdv=0
(7v?z +3v?)dz + (7Tvz? +6vz - 7v)dv = 0
V(T2 +3)dz+v(72° +62-T)dv=0

V2 (12%+62-7)
—272 +3 dz+ﬁ =0
72 +62-7 v
I 72+3 dz + J‘ dv

Y ¢
772 +61-7 v oo

%In(722+62—7)+lnv=C1

In(72° +62-7)+Inv? = ambil 2C, =InC
In(72° +62-7) +Inv? _InC
(72° +67-T)v* =C,,,, substitusiskan — nilai zdanv

2. (x+2y-Ddx+(2x—y—7)dy=0

Penyelesaian :
a. Caral
(x+2y-Ddx+(2x—y-7)dy=0....... @
mis :
X+2y—-1=u dx+2dy=du
maka
2X—y—-T7=V 2dx—dy =dv
du +2
dx — dv -1 _ —du-2dv _ du+2dv
1 2 -1-4 5
2 -1
1 du
dy = 2 dv| dv-2du 2du-dv
1 2 -5 5
2 -1

harga-harga dx dan dy dimasukkan dalam persamaan (1):
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o du+2dv)+v(2du—dv) 0

5 5 s
u(du+2dv)+v(2du—dv) =0 (P.D. homogen)
(U+2v)du+(2u-v)dv=0....... (2)
substitusi: U=V.z
maka du=vdz+zdv

(2) menjadi:
(vz+2v)(vdz+zdv)+(2vz—-v)dv=0

(vV?z+2v®)dz + (vz® +2vz +2vz —Vv)dv=0
vi(z+2)dz+v(z° +4z-1Ddv=0

V2 (22+42-1)

2 g Yoy
2°+4z-1 v

maka :

J‘zz;zdz+ Y_g,
2°+4z-1 v

J-d(z +42) J-dv
29 2°+4z2-1

Eln(22+4z—1))+lnv:c1

In (z° +4z—1)+|n (v)* =2C,

Inv( 4——1) 2C ambil2C, =InC

u’+4uv—-v?=C ganti harga-hargaudanv

(X+2y—-1% +4(x+2y-D(2x-y-7)-(2x—y-7)*=C

(X? +4y? +1+4xy —2x—4y) + (8x? —4xy — 28X +16xy —

8y? —56Yy—8x+4y+28) +(—4x* —y> —49+4xy +28xy —14y) =C,
5x? +20xy —5y? —-10x—-70y—-20=C,

(C= lcl +4)
X? +4xy —y®> —2x—-14y =C S]
b. Carall
(x+2y-Ddx+(2x—y—-7)dy=0...... @
ambil bentuk-bentuk :
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X+2y-1=0

2Xx-y—-7=0
7-1 S
maka X= = L 14:3
1 2 -1-4
-1
2 7 —
1 2 -5
2-1
titik potong kedua garis (3,—1)
misal :
X=x-3 X=X+3 —dx=dX
maka
Y=y+1 y=Y-1 —>dy=dyY

masukkan dalam persamaan (1)
(X+3+2Y —2-DdX +(2X +6-Y +1-7)dY =0
(X+2Y)dX +(2X -Y)dY =0

substitusi Y =vX

(X +2vX)dX + (2X —vX)(X dv+vdX) =0

(X +2vX +2vX —vZX)dX + (2X % —vX?)dv=0

(X +4vX —vZX)dX +(2X % —vX?)dv=0
X(@A+4v—-v)dX + X2(2-v) =0

X2 (1+4v—v?)

o, 2-v
X 1+4v-v?

J'd_xdx +I2;V2dV=C1
X 1+4v—-v

dv=0

In X +%In(1+4v—v2) =C,

x2

In X2 +1In(1+4v—-v?)=2C, misalkan2C, = InC
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In X*(L+4v-v®)=InC
X?@A+4v-v?)=C

substitusi v = i
X

Y Y?
X*1+4—-—)=C
( ~ X2)
X% +4XY-Y?=C
substitusi X =x—-3danY =y+1
maka menghasilkan : X* —y* +4xy —2x-14y—-4=C

(x—2y+9)dx—(3x—6y+19)dy=0
Penyelesaian :
(x—=2y+9)dx—(3x—6y+19)dy=0...... @
karena 3X — 6y = 3(x—2y) dalam halini k =3
(2) boleh ditulis :
(Xx=2y+9)dx—[3(x—2y)+19]dy =0 ...... (2
misalkan :

X—-2y=1

dx—2dy=dz
_dz-dx
2
_ dx—dz
2
persamaan (2) menjadi :

dx—dz

_dy

dy

(z+9)dx—(3z+19)(

)=0

(z+9—§z—§)dx—(—§z—§)dz:0
2 2 2 2

1.1 3. 19
—=z-2)dx—(-=z-=)dz=0
( 5 2) ( > 2)

2 (@ +Ddx+ (32 +19)d7 =0

> i(-2)(z4)
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dx—wdz:o
z+1

jdx—j(3+%)dz=c

Xx—3z-16Inz+1=C
x=32+16Inz+1+C
dy x+y+1
dx  4x+4y+1

Penyelesaian :
dy  x+y+1
dx 4x+4y+1
(x+y+1Ddx = (4x+4y+1)dy
(x+y+1)dx—(4x+4y+1)dy=0...... (2)
AX+4y =4(X+Y) dalamhalinik =4
(Xx+y+Ddx—[4(x+y)+1]dy=0

misalkan :
X+y=1z

dx+dy=dz

dy =dz—dx
(z+1)dx—(4z+1)(dz—-dx) =0
(z+1-4z-1)dx—(4z+1)dz=0
(z+1-4z-1)dx—-(4z+1)dz=0
—3zdx+(4z+1)dz=0

47 +1
Z

—3dx+ dz=0

4z +1
—3j dx+j( .
-3x+4z+Inz=C

substitusi z=x+y
—3X+4x+4y+In(x+y)=C
X+4y+In(x+y)=C
(x+y+Ddx+(2x+2y+1)dy=0

)dz=C
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5.

(X+y+2Ddx+(2x+2y+1)dy=0

Penyelesaian :

(X+Y+D)dX+ (2X+2Y +1)dY =0 wevvivieieeieee e

ternyata: 2x+2y =2(X+Yy); (dalam halinik=2)

(2) boleh ditulis :

(X+Y+DAX+[2(X+ Y) +2AY =0 oo

persamaan (2) menjadi :
(z+1)dx+(2z+1)(dz-dx) =0
(z+1-2z-1)dx+(2z+1)dz=0
—zdx+(2z+1)dz=0
2z +1
4

_dx+ (24 3)dz=0
VA

4

—dx+ dz=0

maka :
—_[dx+_[(2+%)dz:c

—X+2z+Ihz=C ganti Z=X+Y

- X+2X+2y+In(x+y)=C
X+2y+In(x+y)=C

Latihan soal

Selesaikan persamaan diferensial koefisen linear berikut:

d_y _ 6x—2y-7
dx 2x+3y—6
Bx—2y+1)dx—(6x—4y+1)dy=0
(7x =3y —7)dx+ (Bx—7y—3)dy =0
dy _ x-y—4
dx x+y-2
2x—y+3)dx+ (4x—2y+7)dy =0
(10x-15y+5)dx+(2x-3y+1)dy=0
dy 1-2y+4x
dx 1+y+2x
L y—x+1
y—X+5
. 2X+Yy+3
X+2y+9

N S oA N o=
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10. (3y—x)3—z=(3x—y+4)

Persamaan Diferensial Exact

Bentuk umum :

P(x,y)dx+Qx,y)dy=0.......... (D
Persamaan (1) disebut persamaan differensial exact jika ruas kiri adalah

differensial dari f(x,y) =0
of of
df(X,Y) =&dx+a—ydy= 0O ......... (2)

Dengan membandingkan persamaan (1) dan (2), terlihat bahwa persamaan
(1) bersifat pasti (exact) jika ada suatu fungsi f(x,y) yang bersifat :

P=(5)
Q= (g—;) ............... (3)

Jika fungsi-fungsi P dan Q terdefinisikan dan terdiferensial di semua titik
pada bidang xy dalam kurva tertutup dan tidak memotong kurva fungsi itu
sendiri, maka dari persamaan (3) diperoleh:

o _ 2 (o) 20_ 2 (o)
ay_ay ox ax ~ ox ady
P _ 9%f aQ _ 9%f
dy ~ dyox dan ax ~ 0xdy (4
. , . P _ 9
Terlihat bahwa dua turunan kedua di atas adalah sama, sehingga Foi a—g

adalah syarat perlu dan syarat cukup agar Pdx+ Qdy = 0 merupakan
persamaan differensial exact.

o Menentukan Penyelesaian Persamaan Differensial Exact

Fungsi f(x, y) sebagai fungsi penyelesaian persamaan differensial exact
diperoleh melalui operasi pengintegralan sebagai berikut:
a. Integralkan terhadap variabel x, sehingga diperoleh:

f(x,y) = J P dx + C(y)

C(y) : fungsi pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan :—; =Q
b. Integralkan terhadap variabel y, sehingga diperoleh:

f@w=wi+qw

C(x) : fungsi pengintegralan dan nilainya dapat ditentukan dengan % =P
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Contoh Soal
Perlihatkan bahwa persamaan differensial berikut adalah exact dan tentukan

penyelesaiannya!
(x+ycosx)dx + (sinx)dy = 0
Penyelesaian:
(x+ycosx)dx + (sinx)dy =0 ... .(1)
P=x+ ycosx Q = sinx
g—; = COSX ; 3—3 = cosx ternyata Z—; =Z—3 = cosX

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Differensial Exact
f(x,y) = [ Pdx + C(y)

f(x,y) = [(x + ycosx)dx + C(y)

f(x,y) = %xz +ysinx+C(y) ...... (2)

[/ SR
ay—smx+C )

Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah
_of

C=5

sinx = sinx + C'(y)

C'(y) =0 Jc') =Jody

Cy) =Cq

Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan 2

fx,y) = %Xz +ysinx+C; =0
fx,y) = %xz +ysinx = —C; misalkan—C; = C

Jadi: f(x,y) = %xz +ysinx =C

(2x + 3y)dx+ (3x +4y)dy = 0

Penyelesaian :
(2x+3y)dx+ (3x+4y)dy =0. . ... (D
P =2x+ 3y Q=3x+4y
o _3 .29 9P _09Q _
6_y_3' 6x_3 ternyata ay_ax_3

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Diferensial Exact
f(x,y) = [P dx + C(y)

f(x,y) = j(Zx + 3y)dx + C(y)

fxy) =x2+3xy+C({y) .. .ovn. .. (2)
of ,
5 =3x+C (y)

Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah
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of
o
3x+4y =3x+C'(y)
C'(y) =4y

fC (Y)=f4ydy

Cy) =2y* +C;
Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan ( 2)
f(x,y) =x%2+3xy+2y?+C; =0
f(x,y) = x* + 3xy + 2y* = —(, misalnya: - C;=C
Jadi: f(x,y) = x? 4+ 3xy + 2y? = C
Penyelesaian cara 2:
f(x,y) = [ Qdy + C(x)
f(x,y) = [(Bx + 4y)dy + C(x)
f(x,y) = 3xy + 2¥2 + C(X) s (3)
% =3y+C'(x)

Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah

_of
ox
2x+3y=3y+C'(x)
C'(x) =2x
[C'(x) = [ 2x dx
Cx)=x%2+C,

Kita substitusikan nilai C(x) pada persamaan (3)
f(x,y) =3xy+2y?> +x?>+C; =0
3xy + 2y? + x2 = —C; misalkan: - C;=C
Jadi: 3xy + 2y? +x%2=C

3. (15x%y?% — yH)dx + (10x3y — 4xy3 + 5y")dy = 0
Penyelesaian:
(15x2%y2 —yHdx + (10x3y — 4xy3 + 5y*)dy =0. . . .. (1)
P = 15x2%y? — y* Q = 10x3y — 4xy> + 5y*
apP

P _ 24 _av3 . 9Q _ 24 _ Au3
ay—30xy 4y° p 30x“y — 4y

9P _9Q _ 30,2, _ 43
ternyata ay—aX—BOX y—4y

Maka persamaan (1) adalah Persamaan Differensial Exact
f(x,y) = [P dx+ C(y)

f(x,y) = [ 15x%y? — y*dx + C(y)

f(x,y) = 5x%y2 —xy* +C(y) . . . . . (2)
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L 10x3y — 4xy® + C'(y)

ay
Berdasarkan bentuk umum, maka nilai C(y) adalah
_of
Q=5
10x3y — 4xy3 + 5y* = 10x3y — 4xy3 + C'(y)
C'(y) = 5y*
JC) = [5y*dy
Cy) =y +C;

Kita substitusikan nilai C(y) pada persamaan 2
f(x,y) =5x3y? —xy* +y°+C;, =0

5x3y? —xy* +y®> = —C; misalnya: -C1=C
Jadi:  5x3y? —xy*+y°>=C

XY (1 4 2x2y)dx + x3eXY dy = 0

Penyelesaian :
P = eX’V(1 + 2x%y) Q = x3eXV
syarat :
dP(x,y) _ 9Q(x,y)
dy ox
a( XY (1 + 2x%y) ) 3 8(X3exzy)
dy - Jx
a( XY (1 + 2x2
( (6 ») = x2e¥Y(1 4 2x%y) 4+ eX'¥2x2
y
=x%eXV + 2X4yeXzy + 2x%eXY
= 3x2e¥Y + 2x%yeXy
Q= x3eX’y
9 y) = 3x2eX’Y + x32xyeX’y
x
= 3x2eX’Y + 2x*yeX’Y merupakan PD. Exact
_of _ x2y 2 _of _ 3 x2y
P—ax—e 1+ 2x°y) Q—ay—xe

23 flx,y) = [x%e*Vdy + C(x)
3 1 2
= x°—=e* Y+ C(x)
X

= xe*V+ C (x)
af (x,y)
ox

=XV 4 nyexzy.x + C'(x)

= XY 4 2x2ye*’Y + C'(x)
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af (x,y)
ox ¢
e*™Y + 2x2ye*Y + C'(x) = e*Y (1 + 2x2y)
e’ (14 2x2y) + C'(x) = ¥ (1 + 2x%y)
C'(x) = 0
Clx) =Cy

Jadi, f(x,y) = xe*’V + C, =0

xe*V = —C; (mis:—C; =0C)
xe*Y =C
(x,y) = [e*Y(1+ 2x2y)dx
y y

misalkan : U = e*’¥ dv = dx

du = 2xye"2ydx V=x

[Udv = e**Y.x — [ x.2xye*™Y dx
= xe*V — 2x2ye*Vdx + [2x2ye* Vdx
= xe*’Y + C(y)

of _ x2y '
5y — X xe + C'(y)

x xe*Y + C'(y) = x3e*"Y
cC'y)=0
Cy) =G

Jadi, f(x,y) = xeX™Y 4 C; =0

xe*’V = —C; (mis:—C; =0C)
xe*Y =C
5. (3y? + ysin2xy)dx + (6xy + xsin2xy)dy =0

Penyelesaian :
P = 3y%+ ysin2xy Q = 6xy + xsin2xy
syarat :

0P(x,y) _ 0Q(x,y)

dy  Ox

dP(x,y) .

T = 6y + sin2xy + 2xycos 2xy

w = 6y + sin2xy + 2xy cos 2xy

merupakan PD.Exact
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ng_izsy2+ y sin 2xy Q=g—£=6xy+ X sin 2xy

*  fl,y)=[@By*+ ysin2xy)dx + C()
= 3xy? — %cos 2xy + C(y)

=3xy? — %cos 2xy + C(y)
af (x, 2x
fgy Y) = 6Xxy — (—75in 2xy) + C'(y)
=6xy + xsin2xy + C'(y)

of (xy) _
T = Q
6xy + xsin 2xy + C'(y) = 6xy + xsin 2xy
C'y=0
Cy)=10C

1
Jadi, f(x,y) = 3xy? — 5 cos 2xy+ €, =0
3xy? — %cos 2xy = —C;

6xy? — cos 2xy = —2C; (mis: —2C; =C)
6xy? — cos2xy = C
o f(x,y) = [(6xy + xsin 2xy ) dy + C(x)

X
=3xy? — —cos2xy+C
xy ox cos 2xy (%)

1
= 3xy? — 5 cos 2xy + C(x)

of (x,y) _ Z(Zy. ) ,
ay 3y — > sin2xy ) + C'(x)

=3y% +ysin2xy + C'(x)

=y _p
dy
3y% + ysin2xy + C'(x) = 3y? + ysin2xy
Cx =0
Cx) =C

1
Jadi, f(x,y) = 3xy? — 5 cos 2xy+ C; =0

1
3xy? — 5 cos 2xy = —C4

6xy% — cos2xy = —2C; (mis: —2C; =C)
6xy? — cos2xy = C
Latihan Soal:
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Perlihatkan bahwa persamaan differensial berikut adalah exact dan tentukan

penyelesaiannya!
1. (2x3+3y)dx+ 3x+y—1dy =0
2. (e* siny — 2y sin x)dx + (e* cos y + 2 cosx)dy = 0)
3
3. 3xy /(1 +x?)dx + [,/ (1+x?) + siny] dy=0
4 x dx + ydy 0
: 5 .=

(x?+y?)z  (x%+y?)2
2
(zy—x+ 5y? — 4x) dx + (3y? — %+ 10xy) dx =0

(2xy? + 2xye?* + e?*y)dx + (2x%y + xe?*)dy = 0
(3x2 + 3xy?) dx + (3x2%y — 3y? + 2y)dy = 0

(2x cosy — eX)dx —x? sinydy = 0
(y2+6x2y)dx+(2xy+2x3)dy=0

10. (y+3x)dx +xdy=0

0 XN Uu

Faktor Integrasi

Bentuk Umum:
Jika P(x,y)dx + Q(xy)dy =0 e (D)
tidak exact, maka kita selalu bisa menjadikannya persamaan differensial
exact, dengan memperbanyak pers. (1) dengan suatu fungsi u(x,y), sehingga:
UPdx+uQdy=0 .ccoorvirninieee e (2)

adalah persamaan differensial exact maka berlakulah:
oupP) _0uQ)

ay dx
udP Pou _ udQ Qou
atau ay + ax  ox ay
oP 6Q) _ A0u ou
u (6y ax) Q ox P ay

Dari persamaan ini harga u dapat dicari, dan setelah itu harga u dimasukkan
dalam persamaan (2) terjadilah P.D. exact
Pada penyelesaian soal-soal mengenai faktor integrasi, ada 2 hal yang harus
diperhatikan :
1. Pada soal-soal mengenai faktor integrasi, telah dicantumkan/ditentukan
jenis dari faktor-faktor integrasinya.
misalnya : mempunyai faktor integrasi hanya fungsi dari x,
mempunyai faktor integrasi tergantung dari y
atau u(y), u(xy), u(x?+ y?),danlain-lain

2. Pada soal-soal mengenai faktor integrasi, tidak dicantumkan/ditentukan
jenis dari faktor-faktor integrasinya, hingga kita harus mencari sendiri,
jenis apa faktor integrasi yang sesuai dengan soal-soal.
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Dalam hal A, kita boleh langsung masukkan jenis dari faktor integrasinya
kedalam persamaan.

oP 0Q ou ou

(53~ %5
Sehingga harga dari faktor integrasi u dapat diperoleh.
Dalam hal B, kita belum mempunyai rumus yang tepat untuk langsung
memperoleh jenis dan harga dari faktor integrasi yang sesuai. Walaupun
demikian kita masih bias mencari jenis dan harga dari faktor integrasi
dengan memperhatikan ketentuan-ketentuan yang tercantum dibawabh ini.

e Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari x maka:
ou du ou
u—u(X),a—a dan @— 0

maka rumus faktor integrasi menjadi :

oP  8Q, _ E_
uG, ) =%
&3

atau & = ay 9 dx

op aQ

fdu f(ay ax

& - ?,Q>
y x
Inu = f ———dx
Q
aP_9Q
f(ay ax)
u=e @
e  Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari y.
ou _ d_u
dy
maka rumus faktor 1ntegra51 menjadi

u(ap aQ) _ —P
aP_aQ

dy
du ay ax

maka u =u(y), —-0 dan

atau — dy, diselesaikan sama seperti apabila tergantung

dari X

e Bila faktor integrasinya hanya tergantung dari (x *y).
maka u=u(z)

=(xty)
du Ou 0z ' dz _
I _azax U ()——U(Z)
au ou az () _+ '@
ay oz ay wiz

maka rumus factor lntegraSI menjadi
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2L =Qu'(2)-Pu'(2)

u —
dy
=(QFP)u'(2)
, @P_2Q
atay LB = o o (jadikan fungsi z)
u QFP
aP 9Q
du (@_E) . . . .
atau — = Wdz ,diselesaikan sama seperti apabila tergantung
dari x
o Bila faktor integrasi hanya tergantung dari (xy) atau u=u(z) = u(xy)
ou_u 07 _ iy 42
maka % oy ax = U (z).dx—u (2).y
du_du 0z _ oy dz_
=9z 9y - U (z).dy—u (z).x

maka rumus faktor integrasi menjadi

o 9Q, _ . ,
% ox =Qyu'(2)- P.xu'(2)

=(Qy-Px)u'(2)

'@ _ (5575%)
u (z . . . .
maka = 28y 0« (jadikan fungsi dari z)

u Qy-Px

aP 8Q
d 3y ox . . . .

atau Tu = % dz , diselesaikan sama seperti apabila tergantung
dari x

e Bila faktor integrasi hanya tergantung dari ( x2 + y2 atau u = u(z) = u( x2

+y2).
ou_ _oudz _aoadz_
maka ax——az.ax—u(z).dx—u(z).2x
ou ou 0z

’ dz
3 iy Y (Z).Eu (2).2y

maka rumus faktor integrasi menjadi :

9P 9Qy _ / _ /
UG, 9 =Q.u'(z).2x-P.u'(2).2y
=(2x.Q-2y.P) .u'(2)
/ G50
atau LB = o o (jadikan fungsi dari z)
2x.Q—-2y.P
@r_2e
oy o g, ,diselesaikan sama seperti apabila tergantung
u 2x.Q—-2y.P
dari x
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Contoh Soal:
Tentukan lah persamaan differensial dari (x + y Jdx + dy = 0 yang
mempunyai faktor integrasi hanya fungsi dari x.
Penyelesaian :
(x+y)dx+dy=0  ............ (D

Faktor integrasi u = u(x) ;
u du o0u

Maka —= — ,— =
dx dx ' oy
9P_0Q
dy 0Ox
———dx
u= ef Q

1-0
u= ef_O dx

u=eldx
u=e*
Persamaan (1) dikalikan dengan e*
e* (x+y)dx+e*dy=0 ...l (2)
r_ x oPr
P'=e*(x+y) oy — €
r_ _x 0Qr
Q=e ax
91 _ 9% 1haka PD diatas sudah exact
ay dx
Tentu f (xy) = [ e*dy + C(x)
=ye* + C(x)
Sehingga di dapatlah P’ = g—i =ye* +C'(x) =xe* + ye*

Maka C'(x) = xe*
C(x)=[xeXdx=[xde*
=xe* —e*+(;

Maka solusi umum dari PD f(x,y) =0

fxy)=e*y+xe* —e*+Ci=0 ,mis:-Ci=C

e*y+xe* —e*=C
Tentukanlah persamaan differensial dari (12x2y + 3xy? + 2y)dy + (6x3 +
3x2%y + 2x) dx = 0 yang mempunyai faktor integrasi dari (x + y)

Penyelesaian :
op _ 2 9 _ 2
ay—12x + 6Xy + 2 ax—18x + 6Xxy + 2

Misalkan:z=xy
U=u(z)=u(xy)

ou _0du 0z _ i,
ax 9z ax_u(z) y
ou_ou 0z _ oo
6y_az ay_u(z) x
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P 8Q

[ dy ox
u = e’ 2xQ-2yQ
[(12x? + 6xy + 2) — (18x? + 6Xy + 2)]

(6x3y+3x23’2+ ny) -(12x3y+3x2y2 + 2xy)

dz

u=e
)
fé—xsdz

u==e —6x°y

[Laz .
u=e»w  ,misxy=z
1
u=e? jadiu=z=uxy

u=xy substitusi u ke persamaan umum
xy (12x%y + 3xy? + 2y)dy + xy(6x3+3x%y + 2x)dx = 0
(12x3y? + 3x2y3 + 2xy?)dy + (6x*y + 3x3y? + 2x%y)dx =0

‘Z_‘;: 24x3%y + 9x%y? + 4xy

% =24x3y + 9x%y? + 4xy
9br _ 99, Terbukti Exact
ay dx

Selesaikan dengan persamaan exact
fxy)=[Pdx+C(x)
dx + C (x)
dx+ C(y)
= [(12x3y? + 3x%y3 + 2xy?) + C(y)
=3x*y? + x3y3 + x%y? + C(y)

Z—f} =6x*y + 3x3y2+2x%y + C(y)

af _

9 = Q

6x*y + 3x3y% + 2x%y + C'(y) = 6x*y + 3x3y% + 2x?%y
C'ly) =0
Cy) =G

f xy)=3x*y? +x3y> +x*y?=C
x2y?(Bx? +xy + 1) = C
Maka solusi umum dari PD nya :
x2y? (3x% +xy+1=C
3. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan
faktor integrasinya (x* +y? + x)dx + xydy = 0

Penyelesaian :
(x*+y*+x)dx+xydy=0 .......... @)

_ o2 2 oP _
P=x“+y“+x 3 = 2y
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9Q
Q=xy =Y
apP d
P o0
dy dx
% % (2-1)
ay oax _2y-y _y2-1) _ 1 : .
T S5 T 5m T X - Fungsi (x) saja

Tentukan harga u:

9P _03Q

dy 0x
U= ef—Q dx

1

u= elnx

u=x

Substitusi u ke persamaan (1) dalam bentuk u P (x) +uQ (y) =0
x(x*+y?+x)dx +x (xy)dy =0

(x® + xy* +x%)dx + x%ydy =0

apr aqQr

i 2xy >x = 2Xy — Terbukti Exact

Selesaikan dengan cara PD Exact
fxy)=JQ'dy + C(x)
=[x’y dy + C(x)
= %xzy2 + C(x)
of _ o
w= P
xy® + C'(x) =x> + xy? + x*
JC(x)=x3+x?
1,4 1 3_
C(X)—4x +X =C
Maka solusi umum dari PD F(x,y) = C
lX2y2 +ixt i lx3 =g
2 4 3
Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan
faktor integrasinya (xy? +y) dx - xdy = 0

Penyelesian :
(xy*+y)dx-xdy=0 .......... (D
) oP _
P=xy“+y ay—ny+1
- % _ _
Q=-x ax 1
LI
ay ox
aP  9Q

E—$=(2xy+1) -(-1)=2xy+1
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op _0Q
ay  ox _ (xy+1) _ 2(xy+1) _ _E

-P -(xy?-y)  -y(y+l)
Tentukan harga u
9P _0Q
dy 0x
u=el" ¥
2
-=d
u= ef ad
U= e—Zlny
u=Iny?
1
u —_— —
y2

substitusi% ke persamaan 1
=’ + ydx — 5 (0 dy = 0

xy? y x
?‘i‘ ?dx —?dy= 0

1 _x —— oPr _ _ -2
(x+y)dx yzdy—> P X+y , %
r_ _ X @ _ -2
danQ - yz ) ax - y
flxy)= Q" dy + C(X)
=[- S dy+C(
=—[5dy + (X
=xy~ '+ C(x)
of _ pr
P P
y 1 +0®=x +§
fC'(x)=x
C(x) = %XZ
Maka solusi PD nya ialah f(x,y) =0 - xy~1 + %XZ =C
5. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan

— Fungsi y saja

faktor integrasinya (4x* + 2xy + 2y)dx + (2x* + x +3y)dy = 0

Penyelesaian :

(4x® + 2xy + 2y)dx + (2x* + x +3y)dy = 0 .

aP

P = 4x% + 2xy + 2y £=2x+2
Q=22 +x+3y 2 —ax+1
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op
dy ox
9P _98_(2x+2)-(4x+1)= -2x+1
22 (2x+2) - (4x+ 1) = -2x
Selanjutnya kita pilih pembaginya, yaitu Q - P sehingga di peroleh

9P 8Q
ay  ox _ -2x+1

0-P  (2x2+ x+3y)-(4x2+ 2xy+2Y)
_ -2x+1
T _2x4x+y-2 xy
_ -2x+1
T (-2x24x)+(-2 xy+y)
_ -2x+1
— x(- 2x+1)+ y(-2x+1)
_ -2x+1
T (- 2x+1) (x+y)
1 . . .
=y - Fungsi dari (x + y) saja
Misalkan z = x+y
dP  9Q

. 3y ox
U _ 9y odxg5,

u Q-P

ou 1 1
—=—0z - =0z
u x+y z

o _ oz

u Z
ou_ oz

u Z
Inu=Inz

u=1z
u=x+y

Substitusi u kepersamaan 1 dalam bentuk u P (x,y)dx +u Q (x,y)dy =0
(x +y) (4x* + 2xy + 2y)dx + (x+y) (2x* + x + 3y)dy = 0

(4x3 + 2x%y + 2xy + 4x%y + 2xy? + 2y?)dx + (2x° + x* + 3xy + 2x’y + Xy +
3y3)dy =0

(4x3 + 6x%y + 2xy + 2xy? + 2y?)dx + (2x3 + x* + 4xy + 2x%’y + 3y?) =0

Maka dari persamaan diatas kita misalkan lah
apr

P’ = 4x3 + 6x%y + 2xy + 2xy° + 2y? E=6XZ+ZX+4xy+4y
Q' =2x3 + x* + 4xy + 2x%y + 3y? %=6x2+2x+4y+4xy
op _ 9@
6y_ ox

Maka PD diatas terbukti Exact, kemudian selesaikan dengan
menggunakan PD Exact

fxy)=[P'dx + C(y)
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= [(4x® + 6x%y + 2xy + 2xy* + 2y®)dx + C(y)
= x*+ 2x3y + x%y + x%y? + 2xy? + C(y)
of _ A
9y = Q
Z—f/ = 2x3 +x% + 2x%y + 4xy + C'(y) = f (xy) = 2x3 + x* + 4xy + 2x%y + 3y?
Diperoleh lah C'(y) = 3y? >Cy)=y*
Dengan demikian penyelesaian umum PD nya adalah : f(x,y) = 0
x* +2x°%y + X%y + x?y? + 2xy? +y3 = C

6. Tentukan solusi umum PD berikut, dengan terlebih dahulu menentukan
faktor integrasinya (y* — 2x%y)dx + (2xy® — x*)dy = 0
Penyelesaian :

(v? — 2x*y)dx + 2xy* — x)dy=0  ........... (D
P (xy) =y> — 2x%y Z—s = 3y? — 2x*
Q (xy) = 2xy* — x* g—z = 2y*—3x?
P 9Q
o 7
OP _0Q_H 2 52 92 o2_ 2. 2
3y ax—3y 2x° =2y —3x"=y“ +Xx
Kemudian faktor integrasinya dapat di tentukan dari
9P _0Q
dy 0Ox
u = elya=xr?
x*+y?
u= efy(nyz—x3)—X(y3—2x2Y)dz

x2+y?
U= ef o=y (-2 -
1
—d
u= ef xy®
u=xy

Substitusi u kepersamaan 1 dalam bentuk u P (x,y)dx + u Q (x,y)dy =0
xy(y® — 2x?y)dx + xy(2xy* —x*)dy = 0
f(xy) = [ (xy* - 2x°y*)dx + C(y)

1 1
=5 Xyt —sxty? 4 C)
Z—; = 2x%y® —x*y 4+ C'(y) = 2x%y3—x*y

Cy)=0 -Cy=C

f(xy) = %X2y4_ % xty? = —Cl1= x*y*—x*y? = C
Dengan demikian penyelesaian umum PD nya adalah :

1 1
f(xy) = Exzy‘*— 5 x*y? =0 = x*y*—x*y? = C
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Latihan soal:

Tentukan Faktor Integrasi dan penyelesaian PD dibawah ini :
(4xy+3y2-x)dx+x(x+2y)dy=0

(2x3y + y*)dx + (2xy3 + x*)

(5x2 + 4xy + 4x + y?)dx + (x? + 4xy + 5y% + 4y)dy = 0
(x2+3x+2)dx+ (x> +x+1)dy=0

(et 32y =y

(10x2 + 4xy + 2y?) = (—x? — 8xy — 5y2)3_i’
(1-x%+42y)dx + xdy =0

(x3 +y)dx + x(xy — 1)dy =0

(5x%y + 4x + y*)dx + (5xy?+4y+ x3)dy =0

10. Bxy + y»)dx + Bxy + x¥)dy + 0

© PN U WN

Persamaan Differensial Linier

Bentuk Umum I :
Yy +Py=Q .coovuernnn. (D
Dimana P dan Q adalah fungsi fungsi dari x
Cara pemecahan :
1. Cara Bernaulli
Misalkan y = uv dimana u dan v adalah fungsi dari x
y=uv+uv
maka persamaan (1) menjadi :
y +Py=Q
u.v+uv +Pluv)=Q
v(u +Pu)+uv =Q

ambil syarat (u' +P.u)=0 atau WV =Q .ccoererrenns (2)
du

maka:E:-P atau £ =-P
u u

d—u=—de;

u

[& = [pdx

lnu=-dex

lnu=lne'IPOIX
u:e-jpdx

uv =Q
e'IPdX.V'=Q
V':Q.edeX
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\ :feIPdX.Q dx +C

y = uv sehingga diperoleh

y=e 'P™ [[eP™ Qdx+C]

2. Cara lagrange merubah konstanta

Ambil £+ Py =0
dx
dy =-Pydx atau
L - pdx
y
f% = [ —Pdx
Iny=-[Pdx+C; — misalkanC;=1InC

1ny=lne-IPdX+1nC
y=Ce e ax (pandang C sebagai fungsi dari x)

y=Cx)e-'Pax ... (2)

maka Iny=-[Pdx+InC(x)
differensialkan ke x =2 =.p .+ 2
y dx C(x)" dx

dy y dc(x)
dx  C(x) dx

d_y+ -y .dC(x) =0
y C(x) dx

v dew) _

C(x) " dx Q

C(x).e‘/Pd" dac(x) _

c(x) = dx
-Ide dC_(x):

e S Q

dC_(x) = e’[PdX_Q

dx
C(x) =IeJPdX.Q dx+D

Maka y=C(x) e e ax

Bentuk Umum II

y=e P& [[e!P* Qdx+ D]
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Dimana P dan Q adalah fungsi fungsi dari y
Cara pemecahan :
1. Cara Bernaulli
Misalkan x = uv dimana u dan v adalah fungsi dari y
x'=u.v+ uv
maka persamaan( 3) menjadi :
x'+Px=Q
u'.v+uwv +Puv)=Q
viu'+Pu)+uv' =Q

ambil syarat (u'+P.u)=0 atau WV =Q .vrrrreenns (4)
du

u' d
maka:—=-P atau & =-P
u u

du
7_-PdY:

JS=-[Pdy
Inu=-/Pdy
Inu=1Ine-'Pay
u=e-'Pay
uV'=Q
e'Ide.V,=Q
v=Qe'ry
\% :IeJPdY.Qdy+C
X=uv

x=e P [[e/PY¥ Qdy+C]

2. Caralagrange merubah konstanta

Ambil Z +Px=0
ay
dx =-Pxdy atau
dx
7 —-de
dx
— =/ —Pdy
Inx=-[Pdy+C; — misalkanC;=1InC
Inx=Ilne-"P&v+InC

Inx=Ine-'PdC
x=Ce-Pay (pandang C sebagai fungsi dari y)
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x=Cly)e-"Pay ... (2)

maka Inx=-[Pdy+InC(y)
- ldx_ o, 1 dCO)
diff. ke y O P+C(y). >

dx _ _x_ dcQ) _
dy C@) dy
d—x+ Px=—— dCw)

dy cy) " dy =0
X dcuy) _
cy)  dy =Q

c).eP acw) _ Q
cy) =~ ady
e -IPdY . _dz:(yy) = Q
Acw) _ Ipg
oy € v.Q

Cy) =JelrarQ dy+D
Maka x=C(y)e Teay

x=e 'PY [[e!P¥ Qdy+D]

Contoh Soal :

. . . . d
1. Carilah solusi dari soal berikut : d—i - i—/ =X

Penyelesaian :
a. Cara bernaulli

d—y-X: :_—1 =
dx x X (P x Q X)

Rumus:y=e-JPdX.[IeIPdX.de+C]

y:e-j-l/xdx.[Iejl/xdx_XdX+C]
y=eIl/de.[Ie-jl/XdX.xdx+C]
y =x[f%.xdx+C]
y = x(x+C)
y= x2+(Cx
b. Caralagrange :

dy y
a-;=x ............. (1)
Ambil 2 .2=¢
dx x
w_y
X

dx
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v _ax
y_x
Iny=Inx+InC

Iny=1lnx.C

y = Cx atau

Y=C(X) X cerrrerns (2) pandang C sebagai fungsi dari x
maka : Iny=InC(x) +Inx

1dy 1 dC(x)
y dx B c(x) dx *

differensialkan ke x : %

dy |y dC®) y

dx C(x) dx T x

dy y_ y ac) _
= =Q

dx x Cx dx
v dC(x)

cx' o =Q

cx' dx
C(x)x dC(x) _
cx ' odx
dc(x) _
dx
C(x) =dx
C(x)=x+C
y=C(x) xd
= (x+C).x
y =x2+Cx
y=x%+Cx
Carilah solusi dari pesamaan berikut Z—; - 2xy = 6ye3’2
Penyelesaian:
Cara Bernauli
Z—;— 2xy =6ye?’ —-P=-2y Q=6ye¥
x=e- Py [Jelrey Qdy+C]

x=e /-2vdy [fef_zydy.6yeyzdy+ C]
2
x=eV’ [fe Y .6ye3’2dy+C]
x=eY’[[6ydy +C]
x=eY’[3y2 + (]
x=3y2e¥’ + Ce¥”
cara lagrange:
ax _ = gyeY’
o 2xy = bye
Misalkan Q=0
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Inx=y2+C; —misalkanC;=1InC
Inx=IneY’+InC
Inx=Ine¥".C
x=e¥'.C - pandang C sebagai fungsiy
x=eV’ C(y)

Inx = y%+ C(y)

diff. ke y

lax oo, 1 dcw)

x dy cCy) dy

dx_ o X 4CO)

- T ooy Tay

dx oo X dC)

oy Tty Ty =0
X 4cu) _
cy) dy =Q
X dC(y)_
) ay Q

e¥’.C(y) dew) _ oV’

o) ay COve

y? dC(y) y2

eV 5 = 6bye

dcw) _
dy
dC(y) = 6y dy
C(y) =3y%+C
x=e’". C(y)
x=e¥’(3y%+C)
x=3y%eY + Ce¥’
3. Carilah solusi dari persamaan berikut (sin2x—y) dx—tgxdy =0
Penyelesaian:
Cara Bernauli
(sinzx—y)dx—tgxdy =0
Dapat ditulis (sin2x —y) dx = tg x dy

2

dy _sin’x-y _sin y
dx tgx _tgx tgx
d in?

v, vy _sin?

dx g tg x

d ,
—y+L=5mxcosx
dx tgx
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(P:tgix,Q:sinxcosx)

y=e-Pac [felPax . Qdx+C]

- [ ax ==
y=e 'tox .[fe fMSinxcosxdx+C]
y = e~ Insinx [ olnsinX gin x cosx dx + C|

— N
y = elnsinx [ [ Insinx gin x cos x dx + (]|

1 )
pr [[ sin®x cosx dx + C]

y:

y= E sin3x + C]

sinx
1 . c

y=3 sin?x + -

cara lagrange

(sin2zx—-y)dx—tgxdy =0

Jawab :

(sinzx—-y)dx—tgxdy =0 .....ccueuen. (1)

(sinx-y)dx=tgxdy

dy _sin’x—y _sin® y

dx tg x tgx tgx

d .
atau —y+L:SU1XCOSX
dx tgx
L d d
ambil : 2 +2-=0 — X =.2
dx tgx dx tg x
d 1
> - —dx
y tgx

Makalny=—-Insinx+C; ; misalkanCi=InC
Iny=-Insinx+InC
Iny=InC-Insinx

X

In y= In sinx
= Siflx Pandang C sebagai fungsi dari x
REI)
= e (2)
Iny =InC (x) —Insinx
differensialkan kex ~% = 1 4¢™ cw _ L
y dx C (x) dx tg x
Wy _ vy @y
dx C(x) " dx tg
dy y _ y d(cx) —
T @ =Q
y_ acx) _
o ax -4
y d(Cx) _
o ar -3
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cx)
sinx 4 C(x)

SMX = sin X cos X
C(x) dx

1 dcC(x) .
—— —=SIN X COS X
sinx dx

d C(x) = sin?x cos x
1.
C(x) = Esm3 x+C
_CcMX
~ sinx
%sin3x+C

y_

sinx
2

1 .
==Sin“x+
y 3 sinx

. . . . dy  x%+2
4. Carilah solusi dari persamaan berikut a_z = Ty

Penyelesaian :
Cara bernauli
d x%+2
D_I*TD_p

dx x

dy 1 _
R X¥t2y)=0
dy x? 2y

& % x 0
dy 2y x*
dx x  x
dy 2y

dx x

dy 2

Maka,

y:e-IPdX.[IeJPdX.de+C]
—elzax [fef_?zcdx .xdx+C]
= e2Inx[fe=2Inx y dx + C ]
= en¥*[feInx™ x dx + C ]
x2[[x2.xdx+C]

x2[[x~tdx+C(]

x2 [[ ~dx + C]
=x2(lnx+C)

Cara lagrange

dy _x%+2y
dx x
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dy x%+2y _ 0

dx x
dy x? 2y_0
dx x x
dy 2y _ x*
ST T e (D
Misalkan, Q=0
v_w_j
dx x
dy 2y
dx  «x
dy.x =2y dx
dy  2dx
y  x
2dx
Jay
y X
Iny=2Inx+C
Iny=Inx2+InC
Iny=Inx2C

y = x2.C — pandang C sebagai fungsi dari x

y = x2.C(x)

Iny=Inx2+1nC(x) — differensialkan ke x
ldy 2 1 dC(x)

— =4+ —.
ydx x C(x) dx
dy 2y y dC(x)
dx  «x C(x) dx
dy 2y _ ¥y 4ck)_
dx x  Cx) dx =Q
Yy dc®) _
cx)" dx Q
y dck) _
o ax ¢
x%C(x) d (C(x))
_ =X
C(x) dx
x2.d (C(x)) —x
dx
x2.dC(x) = x dx

dC(x) = dx
C(x)=Inx+C
y = x2((x)
y =x2(Ilnx+C)
y

=x2]n x + Cx?
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5. Carilah solusi dari persamaan berikut y’ —y = 2ex
Penyelesaian :

Cara bernauli

A — 9px 1.0 =70x
T y=2e* > P=-1;Q=2e

Maka,

y=e-Pax [felPax Qdx+C]
—e-l(Ddx [Iej(-l)dxlzex dx+C]
:eJdX.[IeI-dX.ZeX dx+C]
=ex.[Jex.2ex dx+C]

=ex.[ 2x+C]
=2xe* + Ce*
Cara lagrange
dy
=2y =2eX
dx ¢
Misalkan Q =0
dy _
e
dy _
dx -
d
4 = dx
y
Iny =x+C
Iny =lnex+InC
y =exC — pandang C sebagai fungsi x
atau y =ex((x)
Iny =Ilnex+InC — diferensial ke x

1dy 1 dC(x)

ydx C(x) dx

dy  y dC(x)

dx  C(x) dx

W_ oy = X LD_ g

dx o) dx
Yy dce) _
C(x) dx =0
Yy dcx) _
C(x) dx _Q
e*c(x) dc(x)=26x
C(x) = dx
e L) _ 9px

dx

e*.d C(x) =2e*dx maka [dC(x) = [2dx
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C(x)=2x+C
y = ex.C(x)
y =ex(2x +C)
y = 2xex + Cex

. . . . d 4Inx—2x2
Carilah solusi dari persamaan berikut: % = Ty
Penyelesaian :

Cara bernauli

dy 4lnx—2x%y

dx x3

dy 4lnx 2

dx  x3 xy

dy 2 4lnx 2 41lnx
wtxV= e 7 (=)
Maka,

y:e—jpdx. [IedeXlex+C]
2 2
y:e_dex. [fefde.%dx + c]
y :e—ZlnX_[erlnxl‘l'.lx%dX +C]

4Inx

y =X_2[fx2' 23

y =3 [[ 2 dxt ]
y =x2[ 4[24 (]

y=x2] 4.E(lnx)2+C

%=21n2x+6
x

dx + C]

x2y=2In?x + C
21n? x+C
x2
Cara lagrange
dy 4Inx—2x%y

dx x3
dy (4lnx—2x?y\ 0
dx x3 B

dy 4lnx 2x%y —o

dx  x3 x3
dy N 2x?y  4lnx

dx x3 x3
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Z—z+£y=0

d 2

=Y

dTy =—;dx

Iny =-2Inx+InC

y =x2.C — (pandang C sebagai fungsi x)
y =x2.C(x)

Iny =-2Inx+InC — diferensial ke x

ydx_ x C(x) dx
dy __ 2y, ¥y dc®)
dx x C(x) dx
dy , 2y _ y dC(x)
dx | x  c(x) dx

1d 2 1 dcC
y 2,1 (x)

y dclx) _ 0
c(x) dx
x"2.C(x)dC(x) _4Inx
c(x) dx  x3
x7?2dCc(x) 4lnx x72d C(x) 4Inx
dx T %3 makaf dx - f x3

[x3x72dC(x) = [4Inx dx
[xdC(x) = [ 4Inxdx
Jdce =%

nx dx

X
C(x) =4 [ == dx
C(x) =4 G In’x + C)
Cx)=2In*x+C

y=x2.C(x)

y=x2(2In*x+C)

yx2=2In>x+C
_2In?x+C

x2
Latihan Soal:
Carilah jawab umum dari Persamaan Differensial Linear berikut!

1 y - Z=x+1
2 d_y= 3—xy
’ dx 2x2
2 ay —
3. x“Inx Ty 1
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dy _ sinx—(x-y)cosx
dx sinx

4.
5. dy+ (y—2sinx)cosxdx =0
ay — X
6. dx+y e
2 dy .2
7. (x +1)dx+xy—x
8. y' — 2y = cos 2x
dy .
9. o = ysinx
10.  (sin®’x—y)dx —tgxdy =0

Persamaan Bernauli

Bentuk umum:

y'+Py=Qy™ Atau | x'+Px=Qx"

1. Persamaan Terhadap Fungsiy

V' HPY = QY™ s (1)
P dan Q adalah fungsi-fungsi dari x,n#0,n#1.

Untuk menyelesaikan persamaan bernauli ini dapat melalui 2 cara yaitu:
. Persamaan (1) dibagi dengan y"

d P
Maka ;—n R — (2)
y' _
}F + Py1 n= Q

Misalkan z =y1™™
L9z N,-ndY
Maka: = (1—n)y T
dy 1 . ndz
TS i, (3)

Kita substitusi pers (3) ke pers (2) menjadi:
1 y"dz P

1-n"yndx = yn-1 =Q
1 dz
_1—n&+ Pz = Q

£+ (1 -n)Pz=(1-n)Q

Ini adalah persamaan differensial linier dan selanjutnya dapat
diselesaikan dengan cara bernaulli dan lagrange.

D. ¥' 4 PY = QY™ eeesseeeeisneesssnssssssssssessseneens (1)
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y=u.v (u,v masing-masing fungsi dari x)

y' = w4 uv’ (turunan aturan perkalian) subsitusi ke pers (1)
u'v+uv' +P.uv=Qu"v"

u' +P.v) +u'v =QuM" e (2)
Kita ambil: v’ + Pv =0
v'=—Pv
/ v
Z=-_p atau 4 = p
v v
dv
f—z f—de
v
Inv = j —Pdx

elnv — o—[Pdx

v =e JPdx
Sehingga pers (2) menjadi:
u'v =Quv™"

du n.n
— Vv =u"v
dx Q

du 1 _ Qv
dxum v

du —
—=Qv" Ldx

f%du = [ Qv ldx

1 1-n _ - [ Pax(™~1)
o =[e Qdx+c

(1in) ul—n = fe(l—n)dex Qdx +c
ul™" = [(1 —n)eMDIPAX ggy 4 ¢
Karena y =u.v

Maka yl " =yl " pl "

yln = (1 —n). e DI Pdx [[ e(1-m) [Pdx ogyx 4 ¢]

2. Persamaan Terhadap Fungsi x

P dan Q adalah fungsi-fungsi darix,n # 0, n # 1.

Untuk menyelesaikan persamaan bernaulli ini dapat melalui 2 cara yaitu:

a. Persamaan (1) dibagi dengan X™
Maka 2 + =20 = Q oo )

xn-1"
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Misalkan z =x1"

dz dx

Maka: == (1 —-n)x™"—
dx ( ) dy
dx 1 n az

d_y T 1-n’ dx
Kita substitusi pers(3) ke pers(2) menjadi:

1 x"dz P _Q
1-n"x"dx = xm1
1 dz

— 2y pr=
1-ndx Q

L+ (1-n)Pz=(1-n)Q

Ini adalah persamaan differensial linier dan selanjutnya dapat
diselesaikan dengan cara bernaulli dan lagrange.

o X PX = QX e seneesa (1)

Misalkan x = u.v (u,v masing-masing fungsi dari y)

x' = uwv+uv' (turunan aturan perkalian) subsitusi ke pers (1)

u'v+uv' +P.uv=Qu"v"

u@' + P.v) +u'v =QuM" e (2)
Kita ambil: v/ + Pv = 0
v'=—-Pv
, av
Z=-P atau L =p
v v
o f Pd
v y
Inv = f —Pdy
selnv = o~ [ Pdy
V= JPY e (3)

Sehingga pers (2) menjadi:
u'v = Quv™

n,n
—Uv=0uvw
dy Q
du 1 _ Qv
dy um v

= Quldy

f%du = [Qv"dy

1 1-n _ - [ Pdy™1
a4 [e Qdy+c
1

= yl—n = J‘e(l—n)dey Qdy+c
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ul™ = [(1 —=n)e™ DIPY gdy 4 ¢

Karena x=u.v
Maka x!™ =yl plm

x170 = (1 — n).e@-DSPdy [[ (1-0) [Pdy gy + (]

Contoh Soal:
1. Carilah solusi dari x dy + y dx = x y2dx
Penyelesaian :
Caral:
xdy +ydx = xy2dx
sdx
d
A
7 ax Ty s L (1)
/ -1
SATE
y X
Misalkan : z = y-1 & _y-2d
isalkan:z=y! — = ™
y_ %
o y2 R (2)

Subsitusikan persamaan (2) ke persamaan (1)
__yz E + i = 1
y2 dx xy

dz z

- & + ; =1
% - z =-1 ( Persamaan Differensial Linear)

Didapat: P = i : Q=-1
Maka,

z=edPIX[ [elPdX Qdx+Ci]

1 1
z= x®[fe T Ix¥ (-1)dx+Ci]
z=e"X[fe”InX (1) dx+Ci]

z:x[-f%dX+C1]

z=x[-Inx+Cq]

%:x [-Inx+Ci] misalkan Ci=In C
1=xy[-Inx+InC]

1 =xyInC/x

1=xylnC/x
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Carall:
dy y

TV
Makad1dapat,M=% ; N=1 ; n=2
y(1=1) = (1 - ) eM-DIMdx | fo(1-m)IMdx N gx + (]
y(1-2) = (1 2 2) DI FIX [ [o(-DI3dX 4 gy ¢
yi=- & XTI 1 dx+ ]
y-1=-elnx[fe_l“XdX+C1]
f dx + Cq]

x[
=-X[Inx+Cq]
xy [-

H‘<|H

In x - C1] misalkan, -C;=1InC
1= xy[ Inx+InC]
1=xyInC/x

Carilah solusi dari & o S =(2x2+ 2x+ 1) y?

Penyelesaian:
Caral:

dy +1 = (2X24 2X + 1) Y2 e (1)

dxx

dy

&, 1 _
y?2 * y(x+1) (2x2+2x+1) s (2)

Misalkanz=$ —® . — =

_ 242
T y2dX ............................................................. (3)

Kita subsitusikan persamaan (3) kpersamaan (2)
dz

a, L (2x2+2x+1)
y? Y(X+1)
dz
-7 (X+1) =(2x2+2x+ 1)
dz z . . ..
peilrer i (2x2+2x+ 1) (Persamaan Differensial Linier)
. 1
dldapat,P—-m ; Q=-2x2-2x-1
Maka,

z=e TP [[elPdX o dx+C]

1 1
z=el e ¥ [fe T ™ (2x-2x- 1) dx + (1 ]
z=elMX+1[[eInx+1 (92 2x - 1) dx+C;]
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B 1
z=x+1 [f-ZX——(X+1) dx + C1 |

<Ir

=x+1[-x2-In (x+1)+Cq]

1=y(x+1)[-x2-In(x+1)+Cq]
1=-y(x+1)[x2+In(x+1)-Cq]
1+xy+y)[x2+In(x+1)-Ci]=0 misalkan,-C;-C
(xy+y)[x2+In(x+1)+C]+1=0

Carall:

d

d—i+ﬁ=(2x2+2x+1)y2
Didapat,M=L ; N=2x2+2x+1 ;n=2

x+1

y(1=1) = (1 - ) e@-DIMdx [ [o(-m)/Mdx N dx + C; ]

1 1
ya=2) = (1-2) e® D ™ 10 ™ 2324+ 2x + 1) dx + € ]
yl=-elnx+l[fe=Inx+1 (ox24 2x+ 1) dx +Cy ]
yi=-(x+1) [ (2x2+ 2x+ 1) dx + C1]

1:-(x+1)[f2x+$dx+cl]

<k <

=-(x+1)[x2+Inx+1+Cq]

l=-yx+1)[x2+Inx+1+Cq]
1+y(x+1)[x2+Inx+1+Cq]
1+(xy+y)[x2+Inx+1+C]=

=0 misal C;=C
0

. . . d
3. Carilah solusi dari x d—z +y =x3y?Inx
Penyelesaian:
Caral:
1dy 1
— Ty~ =x2Inx
y2dx xy
Misal :
7 1 dz 1 dy
== _— —_— ==
y dx  y?dx
dy _ 5 dz
dx y dx
1 2 dz 2
- U — ) +- =
5 Y7 5) x?Inx
dz =z
——=+==x%Inx
dx x
dz z 2 . ' '
FRR InX ..o (Persamaan Differensial Linear )
Maka
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-1 2
P= " Q=-x“Inx

Z=e JPAx[[elPdx odx+(C]
Z=e_f_idx[fef_idx.(-lenx)dx+C]
Z=e"X[[e "X (-x%2Inx)dx+C]
[+ (-x2Inx) dx+C]
x[[—xInx)dx+C]
[

X

1 1
-Elenx+ Zx2+cl]

X

3

+ C1X

Z
Z
Z
i -%X3lnx+§x
1

= -%X?’ylnx + %x3y+ C1Xy
2=-x3ylnx + %x3y + 21Xy
x3ylnx -%x3y -204xy+2=0

xy (x? lnx—%x2 -2¢,)+2=0
> Misal (- 2¢; =C)

xy(lenx-%x2+C)+2=0

CARA Il
X% +y =x3y?Inx

dy ¥
dx x

Maka :

P=§ Q=x’Inx n=2

=x?Inxy?

y(=m = (1-n) e DSPdx[[o(-m[Pdx dx+ (]
y1=2) = (1-2) @D [z dx [f e(172) J5 dx .(x*Inx)dx +C]
y~! =-ef§dx[fe_fidx-(lenx)dx’fc]

y ! =-elmX[fe X (x2Inx)dx+C]

yb =-x[[2.(x*Inx) dx+C]

y 1 =-x[[xIlnxdx+C]
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[xInxdx=uv- [vdu saru=Inx du = dx
X

1
dv =xdx V=EX2

fxlnxdx—lnx =X -fl 214

=5X lnx-fgxdx

1 1
=-x%Inx--x2
2 p)

y l=-x[[xInxdx+C]
Z=-x[Ex2Inx-+x2+C]
y 2 4
1:-%x3ylnx+%x3y—(}xy

2= -X3ylnx+%x3y- Cxy
x3ylnx-%x3y+ Cxy+2=0
xy(lenx-%x2 +C)+2=0

4, Carilah solusi dari x%y — x3y = y* cosx
Penyelesaian :
Caral:
N y*cosx
y x x3
y' 1 cosx
F - $ - X_3 ..................................................................... [2)
_ 1 dz 3 dy
misalkan z %= Ty n
dy _ _y' dz
o T it (3)
masukkan (3) ke dalam (2)
—y*dz
3 dx Z COSX
y* < <3
_1dz_z_ _cosx
3 dx x x3
f + % = 3‘;0:)( (Adalah Persamaan Diferensial Linear)
3cosx
(P=%,Q= )

52 | PERSAMAAN DIFERENSI



7 = e~/ Pdx f [ Pdx .Qdx+C]

7= fdxffdx3COSxd+C]

3COSx
7=¢e —3Ilnx f 3lnx dx +C]

1 3COSX
S /% dx +C]
== 3fcosxdx+C]

z= = (3 Sinx + C)
1

73 :— —= (3Sinx +C)
x3 = y3(3Sinx + C)
Carall
(P‘—— Q_ _Cosx n= 4)
yi = (1- n).e(n DJPdx [ [ e(1-m[PdX gy + (]

1 1
y1—4 =(1-4). e(4—1)f—;dx.[f e(1—4-)f—;dx Cosxd +q]

y3 = (_3)_e(3)f—§dx_[f e(_?’)f“ COSXd t
y3 = (_3)_e—3lnx_[f e3lnx _ COSX COSX
y—3 = (=3). e—3lnx J‘e3lnx _COSXd +c]
=3 = (=3).5 [ x%. - dx + ]

y = (—3).X—3 [~ cosxdx + c]

-3

dx + c]

= — 2 (-sinx + ¢)

<

= =—2(-sinx+¢)

<

3
x3 = y3(3 sinx + ¢)

. . . d .
carilah solusi dari d—i + ycotx = y3sin 2x

y' + ycotx = y3sin2x

Penyelesaian:

Caral:

;’—;— C;:X 3 1 s 1 (D
misalkan z = % :‘:; - _3% %

d 3 d

S L s —— (2).

masukkan (2) ke dalam (1)
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—y’dz
2 dx
y3

1 dz .
—= —+4 zcotx = Sin 2x
2 dx

— zcotx = sin2x

% — 2zcotx = — 2sin2x  (Adalah PD Linear)
(P=—2cotx, Q = —2sin2x)

z=e "/ Pdx [f el Pdx Qdx + C]

7= e~ J ~2cotxdx | [ g=J 2cotxdx _oginDx dx + C ]
7= eZlnsinx [f e 2 Insinx .—2sin2x dx + C]

]
]

z= sin®x [

7= smx

ZSmx .COSX

z= sin%x (— Zf dx + C)
z = sin®x (— ZfZEd + ()

= sin?x(—2(2Insinx) + C)

|H%N|H

> = sin’x(—4lnsinx) + C)

y
1+ y2sin?x(4lnsinx) +C) =0

Carall

(P =cotx ,Q = sin2x,n = 3)

y'™ = (1 —n).e@ DIPdX [0 [PdX qdx + (]
y2=(1-23). e(3—1)fc0txdx_[f e(1-3) fcotxdx ¢inow dx + ]
y=2 = (=2).e@ [ cotxdx [ [ o(=2) [ cotxdx ginoydy + c]

y 2 = (=2).e?Insinx, fe‘zf Insinx gin2xdx + c]

y =2 = (=2).sin’x.[[ SanXd X+ ]

y _ (_2) sin X[f ZSmx cosxd + C]

sinZx
cosx

y~2 = (=2) sin%x[ f—d X + c]

= (—2) sin?x(2Insinx + ¢)

= sin?x(—4Insinx) + C

‘<N| - %

1+ y?sin?x(4Insinx) + C) =0
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Latihan Soal!
Carilah solusi dari persamaan differensial Bernauli berikut :

1.

S N

N

y+2y' =y*(x—1)
y—2x3—i=x(x+1)y3
y' —y=xy°
(x+2y3)y'=y
x%+y:(x5 + 2x4+ 3x2)yt
xdy +y dx =xy2dx

d
2y_3_y=y4e3x

dx
ay — 2,3
dx+ y=xy
y+2y'=y*(x—1)
xZ—i’+y:xy21n
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BAB 11
PERSAMAAN DIFERENSIAL
LINEAR TINGKAT n

Persamaan Diferensial Linear Homogen Dengan Koefisien Tetap

Bentuk Umum :

d™y arly dn2y dy
aoﬁ + a; A1 + a, dxn—2 +...+ a"_la +a,y=0....... €))
Dimanaay,a,,a,, ... a,bilangan — bilangan tetap),

dapat diselesaikan dengan substitusi: y = et*

dy d?y d3y

maka: — = te™ ,—= = t2et¥,—= = t3e™* . ..
dx dx? dx3 dx™

bila dimasukkan ke dalam pers (1)menjadi :

apt"e™ + at" le™ + ayt"Ze™ +. . .+ ap_te* + ae* =0

e (agt" + a;t" t 4+ at"?+.. .+ a, t+ a,) =0 : e

(apt™ + at™ 1+ at" 2+ . . .+ a,_it+ a,) =
0 (pers. karakteristik (1) )
Ada 3 ketentuan yang berlaku yaitu :

e bilaakar —akart; #t, #t3#. ... .. th
maka jawab umumnya :
y= Cie""" + Cre®2*+ . ... ... + Cpe'*

e bila akar — akar kompleks, mis :t; = a+ bi,t, = a — bi,
maka jawab umumnya :
y = Cle(a+bi)x + Cze(a—bi)x
= e%x (Clebix + Cze—bix)
= e (C1cosbx + C,sinbx)
e bila akar — akarnya sama atau rangkap

t1=t2=t3= .......... =tn=t
maka jawab umumnya :
y= Cie™ + Cxe®™ + C3x*e™+ .. .+ Cpx™ let*

=(C1+ Cax+ C3x?+ . . .+ Cpx™ 1 )et*
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Contoh Soal

ady ay
Carilah jawab umum dari =3 dxl > +3 V= 0
Penyelesaian:
d*y d*y _dy
——3-—=+3"——y=0 ... ... 1
dx3 dx? * dx M

_ tx dy _ tx Y _ 2 tx @Y _ 3 tx
Misalkan:y =e*”* - == te = t°e = t’e

dx ’ dx? ’ dx3
t3et™ — 3t2e™ + 3te™ — e* =0
e*(t3 - 3t2+ 3t—-1)=0 : et
t3 — 3t?2 + 3t — 1 = 0 (persamaan karakteristik)

t-1)23 =0

ty =1,t, =1,t; =1 (sesuaijawab umum 1)
maka :

y = Cie* + Cyxe* + C3x%e*

y = (C; + Cox + C3x?)e*

Carilah jawab umum dari z— 2 + y=20
Penyelesaian :

d’y _dy

-— -2 =0 ....... 1

dx? dx ty= @

t2et™ — 2te™* + e* =0

t? — 2t + 1 = 0 (persamaan karakteristik)
t-DE-1=0

t; =1,t, =1 (sesuaijawabumum 1)
maka :

y = Cie* + Cyxe*

y=(C;+ Cyx)e*

Carilah jawab umum dari — + 4— + 5y=0
Penyelesaian:
d’y dy

4— S5y=0 ....... 1

t?et* + 4tetx + 5et* =0
t? + 4t + 5 = 0 (persamaan karakteristik)

, —b + Vb2 — 4ac
1,2 =
’ 2a
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= -2

ty = —2+1i,t, = —2 —i(sesuai jawab umum 2 )
maka :

y= e 2 (Cicosx+C, sinx)

4. Carilah jawab umum dari + g e gt 16 =0
Penyelesaian:
ds vy d3y
e 8—+ 16 =0

t5+ 8t3 + 16t = 0 (persamaan karakteristik)

t(t*+ 8t2+ 16) =0

t(t?+ 42 =0

tt?+ H(t?+ 4) =0

t1 =0, =2i,t3 = —2i,ty =2i,ts = —2i

(sesuai jawab umum 1, 2, dan 3)

maka :

y = C;+Cy cos2x +(C3sin2x + Cyxcos2x + Csxsin2x
y = C;+ (C,+ Cux)cos2x + (C3 + Csx)sin2x

2 3
5. Carilah jawab umum dari (% — y) (% + y)
Penyelesaian:
dy 2 dy 3
T - =0......... 1
(dx ) (dx Ty ) (1)

(t — 1% (t + 1)3 = 0 (pers. karakteristik)

t-DE-1DE+DH)(E+DH(E+1)=0

ti=t, =1, t3=t,=ts=—1

maka :

y = Cie* + Cyxe* + Cze™* + Coxe™ + Csx?e™™

y= (C;+ Cx)e*+ (C3+ Cyx+ Csx?)e™
Oy iy, ay

6. Carilah jawab umum dari
) dx3 dx? dx

Penyelesaian:
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d’y d’y  dy
dx® x| dx
t3—t*’+t-1=0
t-1D(*+1)=0

ty= 1,t, =i, t3=—i
maka :

y= (C;+ Cycosx + C3sinx

2 2 3
Carilah jawab umum dari (3732/ + 9y) (Z—i’ — 5y)

Penyelesaian:

d?y 2 dy 3
(dxz + 9y> (E_ 5y> ..... (D

(t2 + 9)2(t — 5)® = 0 (pers. karakteristik)
2+ 9D[t?2+ (-5 (t—-5)(t—-5 =0

t1, = X3i, t34 = 3i, ts = tg = t; = 5 (sesuai jawab umum 2 dan 3)
maka :

y = (Ci+ C3x)3%* + (C + Cux) 3% + (Cs + Cex + Cyx?)e5*

y = (C; + C3x) cos3x + (Cy + Cpx)sin 3x + (Cs + Cox + C,x?)e>*

Latihan Soal!
Hitunglah jawab umum Persamaan Diferensial Homogen berikut:

1.

2. Z{+18d—y+81y =0
d?y dy _

3. ﬁ_2_+y_0

4. E-)( 5_)/2:0
ady d?y dy  _

S mmrta YT
4 2

6. 2+ 1852+ 81y =0
dy

7. F—3l —2y=0

8, +8 +16y—0
dy ay

9, 2262+ 14 -0
d*y _

0. Z-y=0

d?y
11. F—7——10y=0
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2. (2- 2y)6 (2+ 3y)4 =0

dx

Py _d’x |, Ay,
13. ﬁ dx? + 4dx 4y =0

ds a3y d%y _
4. = 6dx4+12 -852=0

5 () (@) (e)-

Persamaan Diferensial Linear Homogen yang Koefisien - Koefisiennya
Fungsi Istimewa dari x

Bentuk Umum :
"y ant d
aodn+a1dn311 ...+an_1£+any=0 ...... (D)
Dengan; ay = Ag(a + bx)",a; = A(a+bx)" 1, ..., a, = A,
misalkan: a+bx=e" (kedua ruas kita In kan)
In(a + bx) = lne*
In(a+bx) =u (turunkan terhadap x)
b _du
a+bx  dx
: . dy _ dy du N T
Maka diperoleh: T andx (substitusikan nilai dx)
dy _dy b I
T e T (kedua ruas dikali(a + bx))
day _ , dy
(a+ bx)a =b—nnnn(2)
Persamaan (2) didifferensialkan terhadap x.
d2y dy _ ,dy dy o o Ay
(a+ bx) —atb-=b—.— (substitusikan nilai —)

2 dy  dy dy b

bx)—+b—
(@+ ) + dx  du‘du a+bx)
dy _ d_y b . .
(a+ bx) — —=p du2 — (kedua ruas dikali(a + bx))
2

(a+ bx)2 Y+ b(a + bx) = b? d—ui' (substitusikan nilai (a + bx) %

2d 2d%y
(a+bx)? 2 +b(b2) =p222

z 2

247y Ly a7y

(a+bx) >+ b du_b Tz
247y 2d% 24y
(a + bx)*— d = b* 5 = b . 3)

Persamaan (3) didifferensilkan terhadap x.
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d3y dzy dzy dy dy
2 2
(a+ bx)* ==+ 2b(a + bx) (b b? a0 Ix

d3y dy_<b2£_b2d_y>(d_y b

24 >’
(a+bx) dx3 +2b(a + bx) dx? du? du/ du a+ bx)

d3y d?y b® d3y b® d?y
287 — —
(a+bx) 3 t2bat bx) x2 <a + bx du3) (a + bx duz)
d3y dzy d3y d?y
(a + bx)3 e + 2b(a + bx)2 = b3 i b3 T
3 2
(a+bx)3d—y+2b(b2d Y bzdy) = b3‘;u§ b3
d3 2 3 2
y d*y dy d’y d°y
b 3— 2032 —2p3 2 =3 _p3Z
(@+ b a2 g0 du D odu?  du?
d3 a3 d? d? d
a+ ox = - - + -
bx)? }3, b’ du}; b’ du}zl 2b* du}zl 2b* dz};
(a+bx)3dy LY 3p3 LYy 2p3L 4)
Persamaan (4) didifferensialkan terhadap x.
d* a3 a3 3 dy_ d
a+ox) ——+ a+ bx = - 3t
bx)? de 3b bx)* dx}?’, b’ du}; 3b7 du3 3 2b* dz}; dicl
d*y d3y
32 22 7
(a + bx) Tt + 3b(a + bx) T3
d3y dzy b
= (b3 — - 3b3 2b3 —_—
= du3 du? * )(du (a+ bx))
d* a3
(@ + bx)? d—xi’ +3b(a+ bx)? = —y
b* d*y 3b* d*y 2b* d%y
= ( 4) - ( 4,) + ( 2)
a+ bxdu a+ bx du a+ bxdu
d* d3 d* d3 d?
(a+bx)4—y+3b(a+bx)3 Y_b‘*d 4 3b4d—y+2b4d—uy
2
(a+ bx)4%+ 3b (b3d—§— 3b3d—§+ 2b3%) = b4d—y— 3b4d—y 20+ 22
d4y d3y d?y dy d4 d3 dzy
bx)* 3b*—= —9b*—= + 6b*— = b*— — 3b*—= + 2b*—
@+ by e + 30 s — O e O G = P e T3 G T 2 g
d* d3 d? d
(a+ bx)4 = b* 5 — 6b* X+ 11b* 25— 6b* 2 e (5)
Untuk pangkat ke-n yaitu (a + bx)" 4 y .............. (n) kita tidak dapat

menentukan rumusnya karena koefisien- koeﬁslen yang terdapat pada persamaan
(2),(3),(4) dan (5) tidak memiliki pola yang beraturan. Sehingga untuk
menentukan rumus pangkat ke-n kita harus mencarinya secara berurutan.
Dengan kata lain, jika kita ingin mencari turunan ke-9 maka kita harus mencari
mulai dari turunan pertama sampai turunan yang ke-9 secara berurutan.
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Dan jika, persamaan-persamaan tersebut disubtitusikan ke persamaan (1)
maka diperolehlah Persamaan Differensial dengan koefisien-koefisien yang tetap.

Contoh soal :

1. Carilah jawab umum dari x Z 32] x‘;—z +y=0 . (D
Penyelesaian :
Misalkan : x=e% (kedua ruas kita In kan)
Inx =Ine*
Inx=u (turunkan terhadap x)
1_du
x  dx
- . dy _dy du tusikan nilai
Maka diperoleh: o (substitusikan nilai dx)
dy dy 1 . .
T (kedua ruas dikali x)
dy _ dy
T T g s (2)
Persamaan (2) didiferensialkan terhadap x.
2
dy o _ b by (subtitusikan nilai %)

X =
dx?2  dx du’dx

dzy dy dy(dyl

dx2 dx du ' x

d?y = dy dzy 1 .

— 4 === kedua ruas dikali x

dx? + dx du? " x ( )
d%y dy d?y . . o . dy

2

X‘—=4+x—=— subtitusikan nilaix —

dx? + dx du? ( dx)

Ly dy _d%y
dx?  du du?
d? d? d
T 3)

dx? du? du

Substitusikan persamaan (2) dan (3) ke persamaan (1)

2
G =)~ aty=0

du? du du
% - 2 o S ty= 0 (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien
tetap)

Persamaan karakteristik: t2—2t+1=0
t—-1D%=0
ty=1;¢t,=1

Jawab umum: y = (C; + C,u)e*

y = (C; + Cylnx)e!™
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2.

y = (C; + Cylnx)x
y = C;x + Cyxlnx

2
Carilah jawab umum dari persamaan diferensial x? % —-2y=0

Penyelesaian:
Misalkan: x=e" (kedua ruas kita In
kan)
Inx =lne
Inx =u (turunkan terhadap
X)
1 du
x dx
: . dy _dy du oo o
Maka diperoleh: ool et (subtitusikan  nilai
=
dx
dy _dy1l o
- ux (kedua ruas dikali x)
dy dy
L T gy (D

Persamaan (2) didifferensialkan terhadap x.

d’y , dy _dy dy N -
Xz T ax - duax (subtitusikan nilai
v
dx
xd y+dy dy(dy 1

dx?  dx du x

dy  dy _ dzy 1 ] ]
X T o - at' (kedua ruas dikali
x)

28y | dy _ &y usikan nilai
XToSt xS = (subtitusikan nilai

dy
x dx
LN

dx? du du?
2y _d%y _dy
TRZ T QU T gy e (2)

Substitusikan persamaan (1) dan (2) ke soal

— —= — 2y = 0 (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien

d?y dy
du? du
tetap)

Persamaan karakteristik: t> —t —2 =0
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Jawab umum:
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(t=2)(t+1)=0
t1:2,t2:_1

y = Ciet1t% + Cyetzt
y = CleZInx + Cze—lnx

2 -1
y = Clelnx + Czelnx

1
= C1x% + C,—
y 1X 27

2

oy . d d
3. Carilah jawab umum dari x —32/ - =
dx dx
Penyelesaian:
d’y _dy _
Tz g = (1)
Misalkan: x=e% (kedua ruas kita In kan)
Inx =Ine"
Inx =u (turunkan terhadap x)
1 du
x dx
- LAy _ay du itusikan nilai 2
Maka diperoleh: T audx (substitusikan nilai dx)
dy _dy 1 . .
oot (kedua ruas dikali x)
dy _ dy
X (2)
Persamaan (2) didifrensialkan terhadap x.
d? d dy d o I
d—szl d—z = ﬁ.d—z (subtitusikan nilai ﬁ)
a’y  dy _dy dy 1
dx? + dx ~ du (du'x)
d? d d?y 1 o I
d—sz/ d—z = d—:z/.; (subtitusikan nilai ﬁ)
d’y 1dy 1d?%y
dx?  xdu xdu?
d’y _1d’y 1dy
T T T gnz gy s 3)



Substitusikan persamaan (2) dan (3) ke persamaan (1)

1d2y ldy (1dy)_0
xdu? xdu xdu)

d*y dy dy
du? du du
2
Zuz 2 Z—z = (0 (Persamaan differensial dengan koefisien-koefisien

tetap)

Persamaan karakteristik: t2 — 2t = 0

t(t—2)=0
tl = 0, tz =2
Jawab umum: y = Cyett* + Cyetz®

y = (e + Cye?n¥
y = C1 + Czelnx

y = C1 + szz
Carilah Jawab umum dari x3 =2 + 3x 23 =2 =0
Penyelesaian:
a3 d?
X3 T 4 Bx2 2T = D 1)
Misalkan: x=e" (kedua ruas kita In kan)
Inx =Ine*
Inx =u (turunkan terhadap x)
1 du
x dx
: . dy _dy du itusikan nilai &
Maka diperoleh: oo (substitusikan nilai dx)
Z—z = Z—Z % (kedua ruas dikali x)
R (2)

Persamaan (2) didiferensialkan terhadap x.
d’y dy dy dy
X—=+-==-—=.—
dx?  dx du'dx
dzy dy _ dy dy 1

dx2 dx  du'du'x

N o . d
(substitusikan nilai —y)
dx
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d? d d?y 1 o

X YL (kedua ruas dikali x)

dx? dx du? ' x
d? d daz o oo d

k2224 x 2 =20 (substitusikan nilai x —y)

dx? dx  du? dx
,d%y L3y dy d%y
dx? ' du  du?

2d’y _ d’y _ady (3)
T2 T gz gy e

Persamaan (3) didiferensialkan terhadap x.

2
2 &y =+ 2x ﬁ = (% — Z—i) .Z—z (substitusikan nilai %)
o 2y @y ay) @y 1
s+ 2x dx2 - (du2 du) (du'x
3 3 2
x? Y 4 2x dx2 = G% — %%) (kedua ruas dikali x)

2 3 2 2
x3 Z =2 4 2x? 3:2’ = % - % (substitusikan nilai x 2 )
ALY o (Py_dy\ _dy d%y

dx3 du? du) dud® du?
sEy &y dy Ly dy
dx3 du? “du  dud du?
, 4%y d3y dzy d%y N 2d_y
dx3  dud? du? du2 du
3d% _ &y d%
1 1 )

Substitusikan persamaan (2) (3) dan (4) ke persamaan (1)

d3y dy

4y _ 2 322
du3 du2+ )+(
ds3 d

du3 du

Persamaan karakteristik:

Jawab umum

dy\ _
35)—0

(Persamaan differensial dengan Koefisien-koefisien tetap)

t3—t=0
t(t?2—-1)=0
t=0,t=1t=-1

y = Ciel1¥ + Cyetzt + Cyetst
y = Cy + Ce"™ + Cze™t¥

1
y=C1+C2x+C3;

5. Carilah jawab umum dari (1 + x)3 2+ 1+ x)2 2 +3(1+ x)
8y=0
Penyelesaian'
1 +x)322 +(1+x)2d 2+ 3(1+2) 2 = 8y = 0. (1)
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Misalkan: (1 +x) =e" (kedua ruas kita In kan)
In(1+x) =Ine"

In(l1+x)=u (turunkan terhadap x)
1 _du
(1+x) dx
Maka diperoleh : % = Z—z.Z—Z (substitusikan nilai Z—Z)
v_a 1 (kedua ruas dikali (1 + x))

dx du’ (1+x)

dy _ dy
(1+x)a_du .......... (2)

Persamaan (2) didifferensialkan terhadap x.

4+ _dy dy
(1+ )dxz dx  du’dx
dzy dy dy dy 1

oo . d
(subtitusikan nilai d—z)

1 A

( +x) dx T dudu (1 +x))
d d? 1 o1
(1+x )dx2 dz = d—uim (kedua ruas dikali(1 + x))
1+ x)2 + 1+ )dy Zu}; (subtitusikan nilai(1 + x) %
% y dy _ dzy

14+x)2——2 42 =—2
1+ ) 2V T w2
(1+ )2 ~Ly Ay (3)

dx2 du? du

Persamaan (3) didifferensialkan terhadap x.

3 2 2
(14 x)? % +2(1+x) % = (% — Z—Z) .Z—z (substitusikan nilai %)
. 03 £y (wy o)y
(1 +x) +2(1+ x) - (du2 du du'(1+x))

(1+x)2 +2(1+x)

- du3 (1+x)) - (auz (+x )) (dikali (1+x))

1+ x)3 Y4201+ )2 =Ly 4% (subs. nilai (1 + x)? ZTZ)

dx2 du3 du?
d d d d3 d?
A+xP 2 g (Ly ) 2y &y

du? du du3  du?
d? d d3 d?
(1+x)3 zd—ui—zdz d_u};_d_ujzl
a3 a3 a2 d*y d
A+x)P82=02 3Ly 0 .. 4)
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Substitusikan persamaan (2), (3) dan (4) ke persamaan (1)

(B s 22 (822 13(2) -y =0

‘13_3’_2‘1_3’

" Tz T 4 Z—z — 8y = (Pers.Differensial koefisien tetap)

Persamaan karakteristik: t3 — 2t2 + 4t —8 =0
t—-2)(t*+4)=0
t1 = 2 t23 = +vV—

t, = 2i;t3 = —2i

Jawab umum: y = C;ef* + C,et?% + Cgetst
y = Clezu + Czeziu + C3e—2iu
y = Cie?" + C, cos 2u + C sin 2u
y = ;24 4 ¢, cos 2In(1 + x) + C3 sin 2In(1 + x)
y = C,eM+)? 4 ¢, cosIn(1 + x)2 + Cssinln(1 + x)?
y=C;(1+x)?+ Cycosln(l +x)% + C3sinln(1 + x)?

Latihan Soal!
Carilah jawab umum dari Persamaan Differensial Linear berikut!

d?y dy
1. 2o x=42y=
xX° o3 xdx+ y=20
d3y dy
3= 2 _ —_ =
2. x5 —6x_-=0
3 2
zdy_z ay _
3. x5 —2x5=0

3 2
Q+232-2+x0?523=0

Ly 2 8Y gD 1y =0

dx 2
_ zd_Y_ W
22 =% 4(2 x) . =0

3%y 2d%y _ dy _
@+x)*52+32+x0)222-(6+3x) 2=

3d3y ) d’y _ 0
dx3 dx?

4
5
6. 2x2dy+2x X+ 8y =0
7
8
9

X

28y | 5 AV a Ay
10. x"—S+3x_—5+4--=0
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Persamaan Differensial Linier tak Homogen

Bentuk Umum :
dny dn—ly dn—Zy
o0 dxn ta dxn-1 tap dxn—2

Penyelesaian:
e Menentukan jawab umum homogen (y») dengan f(x) = 0
e Menentukan jawab khusus (yx) dimana f(x) # 0

Maka, jawab umum P.D. linier tak homogen (y.)

Yu=YntYk

Untuk mencari jawab khusus dari P.D. linier tak homogenya dengan
memisalkan:

fx)#0
Sehingga Bentuk umum berubah menjadi :
f(x) = e cosbx (pox™ + p;x™ 1 +... +p)
+ e sinbx (qox™ + q1x™  +... +q)
Dimana,
(a,b,po, P1s - Pm»90,91, -~ 9m) adalah bilangan tetap dan mungkin ada di
antaranya yang sama dengan nol.
Dari (a + bi) bukan akar dari persamaan karakteristik :
agt"+a t" L +a, =0

Maka sebagai fungsi percobaaan :
y =
e cosbx (kox™ + kyx™ 1+... +ky,) + e sinbx (Iox™ +
Lx™ 14+ .. (2)
Setelah didifferensiir n kali, masing-masingnya dimasukkan ke dalam
persamaan (D), maka dengan identitet harga dari
ko, ke, - - o kol ly,. - .. ., 1, dapat dicari.
Bila (a+bi) akar lipat h dari persamaan karakteristik, maka fungsi
percobaan (2) dikalikan dengan x".
Catatan :
Bilaa = 0,b = 0, maka fungsi percobaan menjadi

y = kox™ + k x™ 14+, +kp,
atau (0 + 0i) adalah bukan akar
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Bila (0 + 0i) adalah akar dari persamaan karakteristik lipat h maka fungsi
percobaan

y = (Kox™ + kyx™ 14 4k )xD
Contoh Soal :

Untuk contoh soal 1-5, tentukanlah jawab umum persamaan differensial
linier tak homogen yang diberikan.

1. y" — 4y = 16x2
Penyelesaian:
y" — 4y = 16x2 ceerreennennenn (1)
y" —4y =0 (P. D hmer homogen)
Persamaan Karakteristik : t*—4 =0
t1,2 = i\/Z

t1:2 t2:_2

t F t,
Jawab umum homogen : y;, = C;e?* + C,e™%X
y" —4y =16x%; f(x) = 16x>

a=20
b=0
m=2

(a = bi) = (0 £ 0i) = 0 (bukan akar dari persamaan karakteristik)
Fungsi percobaan :

y =Kkex? + kx4 Ky e (2)

Y = 2KkoxX + Ky v (3)

[YAREI) | R (4)

Substitusi persamaan (2) dan (4) ke persamaan (1)

2ky — 4(kox? + kyx+k, ) = 16x2

2k, — 4kox? — 4k;x — 4k, = 16x?

—4kox? — 4k;x + 2k — 4k, = 16x>

. —4kyx? = 16x2
—4k, =16
ko = —4
o —4k;x =0
—4k; =0
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k1=0

° Zko - 4k2 = 0
2(—4) — 4k, = 0

—8—4k, =0
_4‘k2 = 8
kz = _2

Substitusi nilai k, = —4,k; = 0,dan k, = —2 ke persamaan (2)
Jawab khusus : y, = —4x% — 2

Jawab umum P. D. linier tak homogen : y, = y, + yk
yu = Cie®X + Cre 2 —4x% -2
2

% -2 % — 3y = %

Penyelesaian :

y" =2y’ —3y=e> (1)

y" —2y' =3y =0 (P.D.linier homogen)

Persamaan Karakteristik : t? —2t—3 =0
t=3)t+1)=0
t;=3 t,=-1

L #F¢,

Jawab umum homogen : y;, = C;e3* + C,e™*

y' =2y’ =3y =e"; f(x) =e>

a=>5
b=0
m=20

(a + bi) = (5 + 0i) = 5 (bukan akar dari persamaan karakteristik)
Fungsi percobaan :
¥y =Kk (2)
y' = 5kpe®....n (3)
y'" = 25kqe5* ... (4)
Substitusi persamaan (2), (3), dan (4) ke persamaan (1)
25koe5* — 2(5kqe®*) — 3(kye%%) = ¥
25koe5* — 10k, e>* — 3k e%* = e5%

12k,e>* = e5¥
12k, =1

K _ 1
0 12
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1
Substitusi nilai k, = 7 ke persamaan (2)

1

Jawab khusus : yy = Ee

5x

Jawab umum P.D.linier tak homogen : y, =y, + yk

1
vy = Ce3¥ + Cre™* + —e5%

12
dzy _
3. Sz Ty =cosx
Penyelesaian:

v’ +y =COSX . (D)
y" +y =0 (P.D.linier homogen)
Persamaan Karakteristik: t* +1 =0

t2=-1
tip =1v-1
t1=i t2=—1

t; dan t, merupakan akar — akar kompleks
Jawab umum homogen : y;, = C; cosx + C, sinx
y"+y=cosx; f(x)=cosx

a=0

b=1

m=20

(axbi) = (0 +i) = +i(merupakan akar lipat satu dari Pers.
karakteristik)

Fungsi percobaan :
y = (cosxkgy+sinxly)x

= kox cosx + lox SINX wcvrrrrn. (2)
y' =kycosx —kyxsinx + [, sinx + [,x cosx (3)
y'" = —kgsinx — kg sinx — kgxcosx + [, cosx + 1, cosx — [,x sinx

= —2kgsinx — kqx cosx + 21, cosx — l,x sinx .(4)
Substitusi persamaan (2) dan (4) ke persamaan (1)
—2kysinx — kgxcosx + 21, cosx — l,xsinx + kgx cosx + lyx sinx
= Ccosx
—2kgsinx + 21, cosx = cosx

o —2kysinx =0
—2ky =0
kog=10
o 2l,cosx = cosx
2l,=1
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1
lo:i

1
Substitusi nilai k) = 0 dan [, = > ke persamaan (2)

1
Jawab khusus : y, = Ex sinx

Jawab umum P. D. linier tak homogen : y,, = y, + yx

1
yu = Gy cosx + C, sinx+§xsinx

d’y — 2 X
e Ty=x"t2x+te
Penyelesaian :

y'+y=x%+2x+eX
y" +y =0 (P.D.linier homogen)
Persamaan Karakteristik : t24+1 =0

t2=-1
typ =1v-1
tl =1 tz - —l

t; dan t, merupakan akar — akar kompleks
Jawab umum homogen : y, = C; cosx + C, sinx
y'+y=x%+2x+e¥; f(x) =gk +hx)

8(x) = x* + 2x

h(x) = e*

Y +y = X2 4 2%en(1)
y"+y=eX ................. (2)

y" +y=x%+2x; g(x) =x*+2x
a=0

b=20

m=2

(a £ bi) = (0 + 0i) = 0(bukan akar dari persamaan karakteristik)
Fungsi percobaan 1 :
y = koXZ + k1X + kz .......... (3)

Substitusi persamaan (3) dan (5) ke persamaan (1)
2k + kox? + kyx + k, = x%2 + 2x
kox? + kyx + 2ko + k, = x? + 2x
. kox? = x?
ko=1
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o kix = 2x

k; =2
o 2kg+k, =0
2()+k, =0
2+k, =0
k, = -2

Substitusi nilai ky = 1,k; = 2,dan k, = —2 ke persamaan (3)
Jawab khusus 1 : yy; = x? + 2x — 2

v ' +y=e*; h(x) =e*

a=1
b=0
m=20

(a £ bi) = (1 + 0i) = 1(bukan akar dari persamaan karakteristik)
Fungsi percobaan 2 :

Y = Ko wmssrsemsssssn (6)
NATEED Y (7)
AR Y < (8)

Substitusi persamaan (6) dan (8) ke persamaan (2)
koe* +koe* =e*

2kye* = e¥
2k0 = 1
I _ 1
° T2

Substitusi nilai k, = > ke persamaan (6)

Jawab khusus 2 : yy, = Eex
Maka, Jawab khusus : yy = yyq + Yk
Vi =X%+2x =2 + e

Jawab umum P. D. linier tak homogen : y, = y, + yk

1
yu=Clcosx+Czsinx+X2+2x—2+§eX

Py _ody g2 ex

5. 2 Ty=xte
Penyelesaian :
y' =2y +y=x% X (1D
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y" — 2y’ +y =0 (P.D.linier homogen)

Persamaan Karakteristik : t? — 2t + 1 = 0
t—-Dt—-1) =0
ty=1t, =1

ty=t,

Jawab umum homogen : y, = C;e* + C,xe*
yh = e*(Cy + C3x)

y' =2y +y=x%¢e%; f(x)=x%e*

a=1
b=20
m=2

(axbi) =(1£0i)

= 1(akar lipat 2 dari P. K. sebab sama dengan t; dan t,)
Fungsi percobaan :
y = e¥(kox? + kyx + ky)x?
y = eX(kox* + kX3 + kpx?2) . (2)
y' = eX(kox* + k x3 + k,x?) + eX(4kox3 + 3k x% + 2k,x)(3)
y'" = eX(kox* + k;x3 + kyx2) + eX(4kox3 + 3k,x? + 2k;x)
+eX(4kox3 + 3k x% + 2k,x) + e¥(12kx? + 6k X + 2Kk3) ......(4)
Substitusi persamaan (2), (3), dan (4) ke persamaan (1)

eX(kox* + kyx3 + k,x2) + e¥(4kox® + 3k x?% + 2k,x)
+ eX(4kox3 + 3k x?% + 2k,x)

+eX(12kox? + 6k x + 2k;) — 2eX(kox* + kyx3 + k,x2) — 2e¥(4kx3

+ 3k;x2
+2k,x)+eX(kox? + ki x + ky)x? = x2. ¥
eX(12kyx? + 6k x + 2k,) = x2.e¥
12kox%e* + 6k xe* + 2k,e* = x2. e¥

. 12kox? = x2
ko ==

° 6k, =0
k=0

. 2k, =0
ky =0

Substitusi nilai kg, k4, k, ke pers (2)
—_ oxr iy .4
y=e¥()x
y = % e X x4

Maka : y,, = yn+ Yk
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X A4

1
=ce*+cxe*+—e*x

Latihan Soal
Tentukanlah jawab umum dari Persamaan Diferensial Tak Homogen berikut:

1. dx2 +2 +y 4sinx
d? y dy _

2. Txz +2y—cos4x
4 3

3. d—y+d—+—_3x+2

dx* = dx3 = dx?

4, %—2——3y—262x+3sinx
5. 332' 10dy+16y—e4" sin 2x
6. %— —+y=e

7. dX4+ Y +y=cos2x+3

8. §X§+4 = = eX.sinx

9. nyz 2 _2y=38

10. 232} 7—+10y e (x-2)

Metode Variasi Parameter

BentukUmum

y' +py' +qy =rx) dimanar(x) # 0
Solusiumum Yy =Yt W
Langkah 1. MenentukanPersamaanDiferensial LinearHomogen
e r(x)=0

y'+py' +qy=0
e  Akar - akar persamaan karakteristik
1)  Jikat; = t, makay, = cietr* + cyxets*
2) Jikat; # t, makay, = c;etr* + c,et2*
3) Jikat = a + bi maka y, = (c; cos bx + ¢, sinbx).e®*
e Solusi PersamaanDiferensial Linear homogen
Yn = €1Y1 + c3y2(dimana ¢y dan c,adalah konstanta)
Langkah 2. Menentukany,, dengan metodeVariasi Parameter.
Solusi khusus
Pandang ¢; = u(x)dan ¢, = v(x)
Yp = uy;y + vy;(dimana u(x) = udanv(x) =v)
y =uy; tvy, (1)
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y' =u'y; tuy; +v'y, + vy,

karenau'y; + v'y, =0 (a)
maka y' = uy; + vy, (2)
y'=uy tuy) +v'y; + vy (3)

Subtitusi persamaan 1,2dan 3 ke Bentuk Umum

y'+py' +qy=r)

u'yy +uyr’ +v'y; +vyy +pluys +vyz) + quyy +vy,) =r(x)
u'y; +uyy +v'yz +vyy +upys — vpyz +uqy; +vqy, = r(x)
ulyy +py1+qy) +v7 + oy +qy2) Hu'yr + vy =)
karena : y;' + pyi + qy; = 0dan y;' +py; + qy, =0

Maka :u'y; + v'y; = r(x) (b)
Persamaan (a) dan (b) merupakan sistem persamaan linear 2 variabel
u'y,+v'y, =0

u'y; +v'y; =r(%)

Menentukan nilai u’ dan v’ dengan aturan cramer

0 ¥y yn 0 |
e wl o e b rwl . wre
Y1 Yz Y1¥2 = Y1Y2 Y1 Y2l yys = yiye
Yi Y2 Yi Y2
Keterangan: W (Wronskian) = y;y5 — y1y,
du  y,r(x) dv _ y;r(x)
dx w dx w
r(x r(x
jdu=—fy2()dx fdv=fy1()dx
w w
r(x r(x
u=—jy2()dx v=fy1()dx
w w
Langkah 3: menentukan solusi jawab
Y=Yt

Y =¢€1Y1+ €Yz t Uy + vy,

Contoh Soal:
Carilah jawab umum dari Persamaan Differensial dengan menggunakan
metode variasi paramter berikut!

y'=2y'+y=
Penyelesaian :

1+x2

X

y y +y 1722 €Y)

Ph:it? =2t + 1 =10 coccece e ceree e e et et enr eer e e o (PD. Homogen)
(t—-1)2=0
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t=t, =1

Yn = c1e* + cyxe*

untuk y,: mis: ¢; = u(x), c; = v(x)
yp = ue* + vxe*

Maka y; =e* y1 =e~*
Y, = xe* yy = e* + xe*
W =y1Y2 = Y1Y2
w = e*(e* + xe*) — e*(xe¥)
w = e?* + xe?* — xe?*
w=e?*

Sehingga diperoleh :
xe* (€ )
u:—fyzr(x)dx —f /1+x2 dx

w e2x

xez"/ ,
u =‘f__li£*”

o2x
x
uz—f dx >mis:z=1+x2
1+ x2
dz = 2x dx
dx = ! d
x=——dz

_ Jx 1d
u z 2x d
=——f dz

S
u 2I’lZ

1
u = —Eln(l + x?)

:fylr(x)dx:fe g
w

02X
1
Vo= f 1+ x? dx
v = tan" " x
Maka
Yp =uys Uy,

1
Vp = [—Eln(l + xz)] e* + [tan™! x]xe*
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Yy, = —lex In(1+ x2) + xe*tan™1 x
p 2

Jadi solusi jawab dari persamaan diatas yaitu:
Y=Ynt¥

1
y = cre* + cpxe* — Eexln(l + x2) + xe*tan 1 x

y" +y=2e3

Penyelesaian :

y" +y=2e3

t2+1=0

t?=-1

tip==%1i

Yp = €1 COSX + C, Sinx

Yp = uy; + vy, = ucosx + vsinx
Y1 = COSX y1 = —sinx
Yy, = sinx Y3 = COSX
w = cosx.cosx — (sinx.(—sinx))
w = cos?x + sin’x

w=1

jsinx.Ze?’xd
U=— | ——dx

1
u=— fsinx.e?’xdx
mis : u = sinx dv = e3*dx
1 o

du = cosx dx v=§e

: 1 1
% [sinx. e®dx =sinx .;e® — [-e®* .cosx dx

= 1e3" .sinx —lfe”‘ .cosx dx
3 3

1 1
u—>—2_[sinx. e3*dx =-2 [§e3x.sinx—§fe3x.cosxdx]

3X o3 2 3x
=—§e smx+§ e’*.cosxdx

misalkan : u = cosx
du = —sinx dx
dv = e3*dx
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1
e3

v
1

f .cosxdx =cosx. §e f

1

1
3
1
=Se Ycosx +— f 3% sin x dx
2
3

3 —sinx dx

= 3e X sin x [36 COS X §fe sin x x]
= —Ee3xsinx+Ee3xcosx+zfe3xsinx dx
3 9 9
. . 2 2 )
u—>—2f51nx. e3*dx = —§e3xsmx+§e3xcosx+§fe3xsmx dx

(—Z—E).{sinx e3*dx = —Ee3xsinx+ze3xcosx
9 ' 3 9

2 a3 2 3y
—ge smx+§e CoS X

fsinx. e3*dx =

—20/9
=Ee3xsinx—ﬁe3xcosx
u- —ZJsinx. e3Xdx = -2 [ie3xsinx—ie3xcosx
10 10
u= —§e3xsinx+le3xcosx
5 5
cosx. 2e3¥
v= jfdx

v= 2.[cosx. e3*dx
1 1 _
= 2[—e3xcosx+—fe3xsmx dx]
3 3
2 2 _
=§e3xcosx+§fe3x51nxdx

= Ee3xcosx +—Fe3xsinx ——je3xcosx dx]
3 313 3

=Ee3xcosx+Ee3xsinx—zfe3xcosxdx
3 9 9
2 2 2
chosx. e3%dx =§e3xcosx+§e3xsinx—§fe3xcosxdx

(2+E)fcosx. e3*dx =Ee3xcosx+ze3xsinx
9 3 9

ze:"'x cos x +%e3xsinx
20/9

fcosx. e3¥dx =
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fcosx e3xdx=ie3xcosx+ie3xsinx
) 10 10

3 1
chosx. e3*dx = 2(Ee3x cosx+Ee3xsinx)

_ 2 3x 1 oaxo
V—ge cosx+§e sin x
Yp =uy; t vy,
Y. =<—§e3"sinx+le3xcosx)cosx+<§e3xcosx+le3xsinx)sinx
p 5 5 5 5

__3 3X o +1 3x 2 +§ 3X o +1 3X a0 2
Yp = —ge’sinxcosx + e cos®x + ze ¥ sinx cosx + z e sin®x

1 1
Vp = §e3xcoszx + ge?’xsinzx

1
yp = ze3*(cos?x + sin’x)

5
1
— 3x
=—e
Yu =Yt
1
Yu = €1 COSX + ¢y Sinx +§e3x
y'+y=secx
Penyelesaian:
y'+y=secx
Y'Y =0 st et et et e et e e et e e e (PD Homogen)
PK-t*+1=0
t1,2 = il
tl = l;tz =—i

Yp = €1 COSX + ¢, Sinx
untuk y,: mis: ¢; = u(x),c; = v(x)

sehingga : y, = ucosx + vsinx

Maka Y1 = COSX y1 = —sinx
y, = sinx Y5 = COSX
W = cosx.cosx — (—sinx).sinx
w = cos?x + sin®x
w=1

Sehingga diperoleh
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sinx.secx COSX . secx
u=-—|————dx v —dx

1 1
1 1
u=—fsinx. dx v=fcosx. dx
CcoS X cos X
sinx cosx
uz—f dx vzf dx
cosXx cosx
uz—ftanxdx vzfdx
u = In|cos x| v=x
Maka
Yp = Uy, +vy;

¥p = (Incosx).cosx + x .sinx
Yp = cosx.Incosx + x sinx
Jadi solusi umum dari persamaan diatas
Y=Yt
Yy =c¢1€0sXx + ¢, sinx + cosx.Incosx + x sinx
y = cos x(cq +Incos x) + sinx (c; + x)

4, y"' —2y"'+2y =e*sinx
Penyelesaian:

y'" —2y"'+ 2y =e*sinx

V' =2y 42y =0 et e is et et s et et e et e e e o (PD homogen)
P.K- t?-2t+2=0

2++V4-8
t=——

2

t_2~_|-\/—4
2
t_2i2i
2
t=1+1i

v, = (c; cosx + ¢, sinx)e*(dimana ¢; = udanc, =v)
=c,e*cosx + c,e¥sinx

Yp = uy; + vy, = ue* cosx + ve* sinx

Makay; = e* cosx y1 = e*cosx —e*sinx
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Yy, = e*sinx y; = e*sinx + e* cosx

w
= [e*cosx. (e*sinx + e* cosx)]
— [(e* cos x — e* sinx)e” sin x]
w = e?*sinx cos x + e?*cos?x — e?* sinx cos x + e?* sin’x
w = e?*(sin’x + cos?x)
w= er
Sehingga diperoleh
e*sinx.e*sinx
u= —f poT: dx
u= —fsinzx. e?* e ?* dx

u:—jsinzxdx
- [eosoe b
u= (Zcosx 2)x

1 1
u:f—zdx+f—c052xdx

2
- el coszxa
u= 2x > cos2x dx
_ 1 11_2
u——§x+§.§sm X
_ 1 1_2
u——§x+Zsmx

e¥*cosx.e*sinx

=J poT: dx
vzjsinxcosx e?*. e~2*dx
v=fsinxcosxdx
mis : U = COSX mis : v =sinx
du = —sinx dx dv = cosx dx
du dv
dx = - dx =
—sinx cosXx
) du dv
v=|sinx.u.— v=|v.cosx.
—sinx cosXx
v=—fudu v:fvdv
1 1
v=—-u? v ==v?
2 2
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1 2 1 in2
U:—ECOS X V==-SsSin"x

Maka

* Yp1 =uy; +vy;

_<1+1-2>x _|_<1 Z)x-
Yp1 = (= 5% +7sin2x)e¥ cosx cos®x)e¥sinx

2

1
Yp1 = —Exex Cos x +Zex sin2x cos x —Eexcos xsinx

b Yulzyh'l'yp
Yu1 = 1% cosx
+ c,e¥sinx
X 1 X o3 1 X 2 :
—=xe*cosx +—e*sin2xcosx ——e*cos“xsinx
2 4 2
Yu1 = 1% cosx
+ c,e*sinx
1 1. 1 1 x
——xe*cosx +—-e*sin2xcosx +|—=sinx + —sin’x ) e
2 4 2 2
® Yp2=Uuy; tvy;

1 1 1 ., :
Yp2 = (—Ex +Zsm2x> e*cosx + (ESln x)e"smx
Yp2 = —=xe*cosx + lex sin 2x cos x +lexsin3x

P22 4 2
* YV =Ynt
. 1, 1,
Yuz = C1e*cosx + c,e¥ sinx — Exex cosx + Ze" sin 2x cos x +Eexsm x
1

Yuz = C1e*cosx + c,e¥ sinx — Exex cosx + Ze" sin 2x cos x +Esinx

1,
_ECOS xsinx

Jadi solusi umum dari persamaan y,,; dan y,»
Yu1 = C1€* cosx

1
+czexsinx——xexcosx+—exsin2xcosx(——sinx
2 4 2
Toos ) x
+2—sm x)e

Yuz = C1€* cosx
+ c,e¥sinx

X
—-xe* cosx
2

1 .. 1. 1 .
+ Zex sin 2x cos x + (Esmx - Ecoszx sinx)e*

misalkan :
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1 1
-5=a dan c2+§=a

maka:

1 1
Y. = cC1€*cosx + aexsinx—Exexcosx +Zexsin2xcosx

y'—4y = 16x
Penyelesaian:
y'"' —4y = 16x
V' =AY = 0 it et s et et e e e e e e

PK- t?—4=0
t1‘2=i2
t1:2;t2:_2

< ees v . (PD homogen)

Vn = c1e?* + c;e”?*(dimana ¢; = udanc, = v)

Yp = uy; + vy, = ue®* +ve
Maka:

y1 = e*y] = 2e*

Y2 = e Py, = —2e7

w = e?*(=2e7?%) — (e7%¥ .2 e?¥)
w=-2-2

w=—4
Sehingga diperoleh

3 e 2% 16x? 4
u= —f_—4 X

u:4fe‘2".x2 dx

misalkan: m = x?
dm = 2x dx
dn = e **dx

mis: u=x
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du = dx
dv = e **dx

1
__t -ox
v 5¢€
3 fxe‘zxdx=x.—%e‘2x J—5e *dx
1 1 1
—_ _ —2X - ,-2x
2%¢ +2< 2° )
1 1
_rax Y ax
5 xe 2¢
— _e—2x(1x+1)
B 27 4
1 1 1
=—§x2 e 2x e‘zx(zx+z)
1 1
— _p~=2x([_ 42 4 —
e (zx +2x+4)
1 1 1
— 4| 2 o2 =4[_ —2x<_ 2, = _)]
u fx e “*dx e 2x +2x+4
u=—-e"*12x*>+2x+1)
_fezx. 16x2d
v= — x
v= —4fx2e2"dx
misalkan : u = x?
du = 2x dx
dv = e®*dx
1
_ 1
v=ce
1 1
'[xzezxdx =x?. Eezx —fzezx 2x dx
1
=—xzezx—fxezxdx
2
mis:u=x
du = dx
dv = e**dx
1
17=E€2x
1 1
fxezx dx =§xe2x fzezxdx
1 1 /1
=g =5 (3¢%)
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1 1
=§x62x_162x
1 1 1
:ExZer_(Eerx_Zer)
1 1 1
=§xzez"—§xezx+ze2x
1 1 1
_y2x(_ .2 -
¢ (zx 2x+4)
1 1 1
= —4 2x Zd :_4[ 2x<_ 2 _ — _)]
v fe xcax e 2x 2x+4
v=eX(=2x?>+2x—-1)
Maka:
Yp = Uy +vy;

Vp = [(=2x% — 2x — 1)e™2¥]e®* + [(—2x* 4 2x — 1)e**]e™*
yp=—2x*—2x—-1-2x*+2x—1
yp = —4x* =2
Jadi solusi umum dari persamaan diatas
Y=Yt
y=cie?* +ce?* —4x* -2

Latihan soal!
Selesaikan Solusi umum dari Pd dibawah ini dengan Metode Variasi
Parameter !

1. y”+y=e%
1

2. y”—3y’+2y=e—x

3.  y"+4+y=cscxcotx

4,  y"—3y +2y=e3

5. y"+ 2y'+y=3e*

6. y'"+y=sinx

2

7. ZTZ —4y=x+¢e”*
—2x

8. y'+4y'+4y= exz

9. y"-=2y"+y=e*sinx

10. y" +y=tanx
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BABA III
PEMETAAN LAPLACE

Sifat-sifat Pemetaan Laplace
Andaikan fungsi g terdefenisi untuk 0 <t < oo, terbatas dan terintegralkan
di dalam setiap selang terhingga 0 < t < b, maka menurut defenisi

Iy g@de=, M 2 ge)de

(0 0]
Kita katakan bahwa integral takwajar di ruas kiri konvergen atau divergen
sesuai dengan ada atau tidak adanya limit di ruas kiri. Sebagai contoh

0)

fooo e~ 3t dt konvergen tetapi fooo e3t dt divergen. Jelaslah,

. b .
foooe_3t dt = lim f €_3tdt= lim (_1 e-gt
— 00

b 0 b — o 3
_lim (1 3, 1)_1
_b—>oo( 3 € +3)_3’
Tetapi
00 lim b lim 1 b
3t g4 _ 3t g4 _ _1 3
Jy e*de=y 7 Jye dt_b—)OO( 3 ¢ o)
_ lim (1 35 1) _
_b—>oo(3e +3)_oo
Defenisi 1

Misalkan f(t) merupakan suatu fungsi dari t terdefenisi untuk t>0.Kemudian
fooo e Stf(t)dt, jika ada dinamakan suatu fungsi dari s, dapat dikatakan F(s).

Oleh karena itu fungsi F(s) ini dapat dinamakan transformasi laplace dari f(t)
dan dinotasikan oleh “Z{f(t)}". Jadi
LY} = F(s) = [, et f(t)dt,
Defenisi 2 :
Jika Q{{ f (t)}} = F(s) maka f(t) dinamakan Transformasi Laplace Invers dari
F(s) dan dinotasikan dengan f{t)=%#1{F (s)}. Kemudian untuk mencari nilai %
-1{F (s)}, maka kita harus mencari suatu fungsi dari t yang transformasi
Laplacenya adalah F(s).
Contoh Soal!
1. Hitunglah pemetaan Laplace dari f{t) - 1.
Penyelesaian
Jy eTStf)de= [ e~St(D)dt = [ e St dt
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lim fo e~St dt = lim et | b]

T ho o b—>oo
lim 1 ebs
=b—>oo_[;_ s]

Jika s > 0, limit di atas ujud dan kita peroleh
© _st _ 1
fo e s f@®)de=<,s>0.
Hitung pemetaan Laplace dari f{t) = et
Penyelesaian:

® ,-st = [P oSt g2t g — [ o—(s-2)t
Jy eStf®de=["e te?tdt= [ e~ )dt

lim b _(s-2)t _ [ e—G-2)t | p
_b—>oof06 dt = b—)oo | ]
_ lim [L _eT(s-2b
- b — oo Ls-2 s—2
Limit ini ujud hanya jika s > 2. Karena itu,
f e_Stf(t)dt- ,S$> 2.

Dalam contoh 1 dan 2 kita lihat bahwa pemetaan Laplace
merupakan fungsi dari s. Kita ambil f sebagai balikan pemetaan Laplace
dari F. Untuk maksud cara penulisan bagi balikan pemtetaan Laplace kita
perkenalkan lambang pengganti Z[f{(t)] = F(s). Kita tuliskan juga f{t) = #1
[f(s)]- Dari contoh 1 dan 2 kita lihat bahwa

2 E] =1dan Ql[s_%] = e?t
Kita catat bahwa untuk suatu f yang diberikan, F yang berkaitan
ditentukan secara tunggal (bila ini ada). Akan kita tuliskan Teorema 1,
mengenai balikan pemetaan Laplace, tetapi sebelumnya kita berikan
defenisi berikut.
Defenisi 2
Suatu fungsi f dikatakan kontinu bagian demi bagian pada suatu selang
I, jika I dapat dibagi menjadi jumlah berhingga selang-selang bagian, di
dalam selang- selang bagian itu f kontinu dan mempunyai limit kiri dan
kanan yang berhingga.
Defenisi 3
Suatu fungsi f dikatakan berorde eksponensial « jika t menuju
takberhingga ada bilangan M, dan T sehingga
| i) | <Meatbilat>T.
Atau, f dikatakan berorde eksponensial « jika ada suatu «
demikian sehingga
lim
t —> o0
berhingga.
Sekarang kita berikan suatu teorema yang menjamin

|f[t) | / ext =% dimana % = 0 dan ¥ suatu bilangan positif
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kekonvergenanintegral (1) tanpa bukti.
Teorema 1

Jika f kontinu bagian demi bagian pada setiap selang berhingga di
dalam (0, o), dan jika f berorde eksponensial a dan t menuju takberhingga,
integral 91) konvergen untuk s > a. Selanjutnya, jika f dan g adalah fungsi-
fungsi kontinu bagian demi bagian yang pemetaan Laplace-nya ujud dan
memenuhi £ [f(t)] = ¥ [g(t)], maka f = g pada titik-titik dimana f dan g
kontinu. Jadi, F(s) mempunyai balikan yang kontinu, maka f adalah
tunggal.

Teorema berikut memberikan kepada kita alat-alat yang
berguna untuk menghitung pemetaan Laplace. Bukti teorema pertama
merupakan akibat sederhana dari definisi dan karena itu akan
dihilangkan. Lambang-lambang c;, c¢; dan k dalam teorema-teorema
berikut ini menyatakan konstanta sebarang.

Teorema 2
Llerf () +c29(0)] = c1F(s) + c2G(s)
Teorema 3
Jika F(s) = Z[f(t)], maka F(s + k) = Z [e*f(t)].
Contoh Soal!
3. Cari (a) Z[t7]
Penyelesain
(@) Z[t?]= f0°° t? estdt= , ll)moo tz_L:'t] +§f0°° te~st dt
; 2 ,-st ; —st .
e e P o R T R
Jika s > 0, maka kedua limit diatas sama dengan nol seperti dapat
dibuktikan dengan menggunakan aturan 1 hospital. Jadi,

[t ==,5>0
Untuk mempermudah tranformasi laplace invers, perhatikan tabel dibawah

ini (Kartono, 1994;286)
Tabel Fungsi dan transformasi Laplace Invers

st — oo N

No F(s) = Z{f()} f@® ={f(s)}
1 1 1
S
2 1 tn_l
st 1,2 n—1
3 1 et
s—a
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4 1
—,n=12.. 1(gh1leat
G-ar" - & e
5 1 1
_— a# b at _ bt
G-a)G-b" e —e”)
6 S 1
— _a#b at __ bt
(s—a)(s—b)a a_b(ea be"")
7 1 1
m asm at
8 S Cosat
s +a?
9 1 .
Z1aZ asmh at
10 s? Coshat
52+ a?
11 1 1 at
3 3 - in bt
G-al+0b? e sin
12 S e® cos bt
(s —a)? + b?
13 1 1
m = (1 —cosat)
1 1 l(at —sinat)
s(s?—a?) a3
15 ; ——(sinat — at cos at)
(s2+a?)? 2a3
16 s 1
(sZ + a?)2 > (sinat + at cos at)
17 S 1
(s? + a?)?
18 S 2 2
(s2 + a2) + (s2 + b2)’ (a® # b?) m(COS at — cos bt)
Contoh Soal!
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g(e‘z‘ +4t° + Lsin 4t — 2cosh 1t | =
2 2
Penyelesaian :

( | i S|n4t—2cosh2tj

—gle®)rag(t)+ ; & (sin 4t) -Zg(cosh%tj

el
(o) e iles)2 ( J

1 24 2 2s
e
s+2 s* s’+16 52_(1J

4
ot s 1 .
Maka, &z (e +4t +§S a4 -2c i

1 24 2 2s
s+2 s* sP+16 (1)

S — —
4

2. #(te® +tcos2t)=
Penyelesaian :
#(t?%* +tcos2t) = #(t%* ) + #(tcos2t)
_ -y -2
(S 2) (82—22)2
1 s°—4

" (s-2) * (52_4)2

Maka, #(t*e* +tcos2t) = G-2) + (SZ _4)2
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g{ 55 155 —11} _
(s+1)(s-2)’

Penyelesaian:
55 -15s-11 | A . B C D
(s+1)(s-2)° | (s+1) (s-2) (s-2 (s-2)°

x{s+1)(s-2)°
Bs?~155-11= A(s—2)’ +B(s+1)(s-2)" +C(s+1)(s—2)+D(s+1)
Bs”—155-11=A(s’ —4s+4)(s-2) +B(s+1)(s’ ~4s+4)+C(s’~5-2)+D(s+1)
5s® 155 —11= A(s’~65+125-8)+B(s’~3s’ +4)+C(s*~s—2)+ D(s+1)
5s? ~155-11=(A+B)s’+(-6A-3B+C)s* +(12A-C+D)s+(-8A+4B-2C+D)

3A+3B=0 ...cccccvrrurnnn. (1) 12A-C+D=-15
............... (3)
—-6A-3B+C=5.......(2) -8A+4B-2C+D=-11
.(4)
+
—3A+C=5......... (5) 20A-4B+C=-4
20A—4(—A)+C =4
24A+C=-4
................ (6)
Dari persamaan (5) dan (6)
—-3A+C =5
24A+C=-4
—27A=9
a2 1
=27 3
a=-1
3
Untuk mencari nilai C
24A+C=-4
24(—1}0 =—4
3
—-8+C=-+4
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C=4
Untuk mencari nilai D
12A-C+D=-15

12(—1j—4+ D=-15
3
—4-4+D=-15
D=-15+8

D=-7

Dengan diperolehnya nilai A,C dan D maka diperoleh nilai

g1
3

g{ 55 155 —11} _

(s+1)(s-2)
ol e oL
o7 ”lea}w{ﬁ} 2 Ql{(s—lzf}

= —le*t + le2t +4te* — the2t
3 3 2

:—1(3“+(l+4t—zt2)e2I
3 3 2
Sehingga Diperoleh
2
P1 w :_le_t+(1+4t_1t2]ezt
(s+1)(s—2| 3 \3 = 2
Latihan Soal!

Carilah penyelesaian dari pemetaan laplace dibawah ini!
1) #le®cosdt+te¥sinat) = .

d’l _dl
2 Y| —5+5—+6l |= 214
) {dt2 dt }

Dimana I’(0)=0; 1(0)=-1
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d?y _dy |
——3— 2 =
Q[ TR tey Q[costSt]

Dimanay'=1,y(0) =-1
1

gl[(s+1)(sz+1)
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