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KATA PENGANTAR

Diktat ini disusun dengan tujuan memberikan informasi tentang konsep-konsep dasar yang
berhubungan Analisa Bilangan Riel. Setiap Materi disajikan dalam bentuk defenisi, contoh,
teorema dan Latihan dengan tujuan untuk memudahkan mahasiswa memahami materi
perkuliahan. Mata kuliah Analisis Real | merupakan mata kuliah wajib bagi mahasiswa S-1
Pendidikan Matematika. Materi dari buku ini mengacu pada Bartle, R.G dan Sherbert (2000)

dalam bukunya yang berjudul Introduction to Real Analysis.

Diharapkan mahasiswa telah mempelajari konsep logika pembuktian, himpunan, dan Kalkulus
Lanjut. Semoga diktat yang sederhana ini dapat membantu mahasiswa mempelajari dan

memahami konsep Analisa sistem Bilangan Riel.

Diktat ini masih sangat jauh dari sempurna, oleh karena itu kritik dan saran masih sangat

dibutuhkan demi kelanjutan dan sempurna nya diktat ini. Terima Kasih.
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BAB 1

BILANGAN REAL

Pada bab ini dibahas sifat-sifat penting dari misbelangan realR , seperti sifat-sifat
aljabar, urutan, dan ketaksamaan. Selanjutnya, alaerikan beberapa pengertian
seperti bilangan rasional, harga mutlak, himpuegiouka, dan pengertian lainnya yang

berkaitan dengan bilangan real.

1.1. Sifat-sifat Aljabar dan Urutan dalam R

Sebelum menjelaskan tentang sifat-sifat diberikan terlebih dahulu tentang struktur
aljabar dari sistem bilangan real. Akan diberikanjplasan singkat mengenai sifat-sifat
dasar dari penjumlahan dan perkalian, sifat-sifgbar lain yang dapat diturunkan
dalam beberapa aksioma dan teorema. Dalam termginalgabar abstrak, sistem
bilangan real membentuk lapangdiel(l) terhadap operasi biner penjumlahan dan

perkalian biasa.

Sifat-sifat Aljabar R
Pada himpunan semua bilangan rRalterdapat dua operasi biner, dinotasikan dengan
“+" dan “” yang disebut denganpenjumlahan (addition) dan perkalian

(multiplication). Operasi biner tersebut memenuhi sifat-sifatikdogri

(A1) a+b=b+a untuk semua,b0R (sifat komutatif penjumlahan)
(A2) (at+b)+c=a+(b+c) untuk semua h c[OR (sifat assosiatif penjumlahan)

(A3) terdapatOR sedemikian hingga ®a=a dana+ O=a untuk semualR
(eksistensi elemen nol)

(A4) untuk setiapalJR terdapat —allR sedemikian hinggaa+(—-a)=0 dan
(-a)+a=0 (eksistensi elemen negatif atau invers penjumlphan

(M1 alb=Dbl& untuk semua hOR (sifat komutatif perkalian)

(M2) (alb)[¢=allble) untuk semua b cOR (sifat assosiatif perkalian)
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(M3) terdapatlJR sedemikian hinggd[d=a dan alll=a untuk semuaallR
(eksistensi elemen unit 1)
M4
(M4) untuk setiapaldR, a#Z0 terdapatEDR sedemikian hingga[ﬁljzl dan
a a

(ij [d =1 (eksistensi invers perkalian)
a
(D) al(b+c) =(ab)+(alt) dan(b+c)@=(b[&)+(c[a) untuk semua b ¢cOR

(sifat distributif perkalian atas penjumlahan)

Sifat-sifat di atas telah umum diketahui. SifatljAA4) menjelaskan sifat
penjumlahan, sifat (M1)-(M4) menjelaskan sifat @ikn, dan sifat terakhir
menggabungkan kedua operasi.

Selanjutnya, diberikan beberapa teorema tentaegpesl O dan 1 yang telah
diberikan pada sifat (A3) dan (M3) di atas. Juganakiitunjukkan bahwa perkalian

dengan 0 akan selalu menghasilkan 0.

Teoremal.1l.1.
(@ Jka z,allR dengan z+a=a, maka z=0.
(b) Jikaudan b#0 elemen R dengan ulb=b, maka u=1.
(¢ JkaalR,maka al®=0.

Bukti.
(a) Menggunakan aksioma (A3), (A4), (A2), asurasia =a, dan (A4), diperoleh

z=z+0
=z+(a+(-a))
=(z+a)+(-3)
=a+(-a)
=0.

(b) Menggunakan aksioma (M3), (M4), (M2), asurasb =b, dan (M4), diperoleh



Free Hand


u=ull

o)
i
o)

=1.

(c) Karenaa+a@=all+aM=a(4 §=all=a, makaa=0.

Dengan demikian, maka teorema terbukti. O

Teoremal.1.2. Jika aldR , maka

@ (-)a=-a.
b) -(-a)=a.
© (-)g-19=1

Selanjutnya, diberikan dua sifat penting dari opengerkalian, yaitu sifat
ketunggalan elemen inversnya dan bahwa perkalian lllangan itu hasilnya nol

apabila salah satu faktornya adalah nol.

Teorema 1.1.3.

(@ Jkaa+b=0,makab=-a.
(b) Jika a#0 dan bOR sedemikian hingga alb =1, maka bzi.

(c0 Jkaal=0,maka a=0 atau b=0.

Bukti.

(a) Karenaa+b =0, maka

a+b=0 - (-a)+(a+b)=(-a)+0
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- ((—a) + a) +b=-a (A2 dan A3)

= 0+b=-a (A4)
= b=-a. (A3)

(b) Karenaa [ =1, maka

alb=1 @(lyam%:

a

(c) Diketahuia [b = 0, maka

ab=0 - ijim%%{ijm
- imym=o
- [2m)w)=0
= 1Mb=0
= b=0.

Dengan cara yang sama, kedua ruas dikalikan deéganaka diperolelma=0.
Dengan demikian teorema terbukti. 0

Teorema tersebut di atas menjelaskan beberapa ajédtar sederhana dari

sistem bilangan real. Beberapa akibat dari teortarsebut diberikan sebagai bahan

latihan soal di bagian akhir subbab ini.
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Operasi pengurangan (substraction) didefinisikan dengana-b:=a+(-b)

untuk a bR . Sama halnya dengan operaembagian (division), untuk a pO0R
e a 1
denganb#0 dldef|n|5|kanE = a[égj.

Untuk selanjutnyaa® cukup dituliskan dengaab, dan penulisara® untuk

aa, a° untuk (az)a, dan secara umum didefinisikai* ::(a“)a untuk nON. Lebih

lanjut, a' =a, dan jika a#0, maka dapat dituliss® =1 dan a™ untuk i, dan jika

nON, dapat ditulisa™ untuk(lj :
a

Bilangan Rasional dan Irrasional

Telah diketahui bahwa himpunal dan Z adalah subset daiR . ElemenR yang
dapat dituliskan dalam bentu?< di manaa b0OZ dana#0 disebut dengahilangan
a

rasional (rational numbers). Himpunan semua bilangan rasional ®i dinotasikan

dengan@Q. Dapat ditunjukkan bahwa penjumlahan dan perkalizan bilangan rasional

adalah bilangan rasional. Lebih lanjut, sifat-sidéggangan juga berlaku untug.

Akan tetapi, tidak semua eleméh merupakan elemefrQ), seperti\/z yang

tidak dapat dinyatakan ke dalam bentgk ElemenR yang bukan elemef@ disebut
bilangan irrasional (irrational numbers).

Akan ditunjukkan bahwa tidak terdapat bilanganiorzel yang kuadratnya
adalah 2. Untuk membuktikannya digunakan istilahagedan ganjil. Suatu bilangan
asli disebutgenap apabila bilangan itu mempunyai bentuk intuk suatun0N, dan

disebutganjil apabila bilangan itu mempunyai bent?k—1 untuk suatunJN.

Teorema 1.1.4. Tidak ada elemen r 0Q sedemikian hingga r® = 2.
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Bukti. Andaikan adar 0Q sedemikian hingga®=2. Karenar 0Q, makar dapat

dituliskan sebagaig denganp dan g tidak mempunyai faktor berserikat selain 1,

2
sehingga diperolef(gj =2 atau p>=29°. Karena 2q° genap, makap® genap.
q

Akibatnyap juga genap, sebab jika ganjil, make= 2m-1 untuk suatumN, atau
p’ :(2m—1)2 = 4 - 4+ 1= 2( M’ - m)+ ' yang berarti bahwap?® ganjil. Jadi,p
haruslah genap. Karenp genap, maka p=2k untuk suatu k(ON, sehingga
p? =(2k)* = 4k2. Di lain pihak diketahuip? =2q? danp genap, akibatnya ganijil,
sebab jikag genap, maka faktor berserikatdan q bukan 1. Jadig haruslah ganijil.
Sehingga diperolehp® =2¢* = 4k*=20° = X?*=q? yang berartiq genap. Timbul
kontradiksi bahway ganijil. Jadi, pengandaian salah, yang benar adialak adar [1Q

sedemikian hingga® =2. 0

Sifat-sifat Urutan pada R
Sifat urutan menjelaskan tentang kepositifawsitivity) dan ketaksamaamngqualities)
di antara bilangan-bilangan real.

Ada subset tak koson@ [JR, yang disebut dengahimpunan bilangan-
bilangan real positif tegas, yang memenuhi sifat-sifat berikut:

(i) JkaabOP, makaa+bOP.

(i) JikaapbOP, makaabOP.

(i) JikaaldPP, maka memenuhi tepat satu kondisi berikut:
atP, a=0, —alP.

Sifat pertama dan kedua pada teorema di atas laskge tentang sifat tertutup
P terhadap operasi penjumlahan dan perkalian. $#&ag ketiga (iii) sering disebut

Sifat Trikotomi (Trichotomy Property), sebab akan membadi ke dalam tiga jenis

elemen yang berbeda. Hal ini menjelaskan bahwaunmp{ —a:aD]P’} dari bilangan
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realnegatif tidak mempunyai elemen yang sama dengan himpuihemglin real positif.
Lebih lanjut,R merupakan gabungan tiga himpunan saling asinglietsyaitu

R=P0O{-a:a0dP} 0{0}.

Definisi 1.1.5.
(i) JikaalP, ditulisa>0, artinyaa adalah bilangan regbsitif.

(i) JikaaOPO{a}, ditulis a=0, artinyaa adalah bilangan reabnnegatif.
(i) Jika-aOP, ditulis a<0, artinyaa adalah bilangan reakgatif.

(iv) Jika-aOPO{0}, ditulis a<0, artinyaa adalah bilangan reabnpositif.

Definisi 1.1.6. Diberikana bR .
(@) Jikaa-bOP, maka ditulisa>b ataub<a.

(b) Jikaa-bOPO{0}, maka ditulisa=b ataub<a.

Sifat Trikotomi di atas berakibat bahwa untakb[JJ)R memenuhi tepat satu
kondisi berikut:
a>b, a=b, a<b.
Selanjutnya, jikaa<b dan b<a, makaa=b. Jika a<b<c, maka artinya

bahwaa<b danb<c.

Teorema 1.1.7. Diberikan sebarang a,b,c0R.
(@ Jkaa>b danb>c,maka a>c.
(b) Jika a>b,maka a+c>b+c.
(c) Jkaa>b dan c>0, maka ca>ch.
Jika a>b dan c<0, maka ca<cb.

(d) Jikaa>0,maka L >0.
a

Jika a<0, maka 1<O.
a
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Bukti.
(a) Diketahuia>b danb>c, a,b,c0R. Karenaa>b, makaa-bP. Karena

b>c, maka b-cOP. Menurut sifat urutan, makaa+bOP, sehingga
diperoleh
(a=b)+(b-c)OP = a-b+b-cOP
= (a-c)+(-b+b)OP
= (a-c)+00P
= a—-clUP
= a>c
(b) Jika a-bOP, maka (a+c)-(b-c)=a-bOP. Sehingga diperoleh bahwa
at+tc>b+c.
(c) Jikaa-bOP dancOP, makaca-cb=c(a-b)OP. Akibatnyaca>ch untuk

¢ >0. Gunakan langkah yang sama untxk0
(d) Cobalah Anda buktikan sendiri. 0

Oleh karena itu, dapat dilihat bahwa bilangan jagia merupakan bilangan real

positif. Sifat ini diperoleh dari sifat dasar unutderikut ini diberikan teoremanya.

Teorema1.1.8.
(@) Jika aR dan az0, maka a*>0.
(b) 1>0.
(c0 JkanON,makan>0.

a+b

Teorema1.1.9. Jika a,bOR dan a<b, maka a< <b.
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. Karena

(a+b)
2

Bukti. Karenaa<b, makaa+a<a+b <« 2<a+b, diperoleha<

at+b
a<b, makaa+b<b+b < at+b<2b, diperoleh(—z) <b. Akibatnya, dari kedua
. . a+b
pernyataan di atas diperoleh bahwaT <b. O

Dapat ditunjukkan bahwa tidak ada bilangan reaitipgang terkecil, sebab jika

diberikana >0, dan karena% >0, maka diperoleh

O<1a<a.
2

Selanjutnya, untuk membuktikan bahwa suatu himpuaz 0 adalah sama
dengan nol, maka harus ditunjukkan batanselalu lebih kecil dari sebarang bilangan

positif yang diberikan.

Teorema 1.1.10. Jika aldR sedemikian hingga O<a<¢& untuk setiap £ >0, maka

a=0.

Bukti. Andaikan a>0, maka a>%>0. Diambil &, :g (&, bilangan real positif

tegas), makaa > &, > 0. Kontradiksi dengan pernyataarnc@<¢& untuk setiaps >0.

Jadi, pengandaian salah, yang benar adakb. 0

Perkalian antara dua bilangan positif hasilnydadaositif. Akan tetapi, hasil

perkalian yang positif belum tentu setiap faktorpyaitif.

Teorema1l.1.11. Jika ab>0, maka berlaku
(i) a>0dan b>0,atau
(i) a<0dan b<0.
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Akibat 1.1.12. Jika ab <0, maka berlaku
(i) a<0dan b>0,atau
(i) a>0dan b<O.

K etaksamaan (I nequalities)
Selanjutnya, akan ditunjukkan bagaimana sifat warutdapat digunakan untuk

menyelesaikan suatu ketaksamaan. Perhatikan cdnbatwabh ini.

Contoh 1.1.13.
(@) Tentukan himpunaA dari bilangan reat sedemikian hingg@x+ 3< 6.
Jawab. Diketahuix[J A dan 2x+ 3< 6, maka
2X+3<6 = 2x<3 = xsg.

Jadi, Az{xDR:xsg}.

(b)  Diberikan B={xOR:x* +x>2} . Tentukan bentuk lain dai

Jawab. Diketahui xOB dan x°+x>2 atau x*+x-2>0 atau
(x-1)(x+2) > 0. Sehingga diperoleh bahwa ¢)-1> 0 dan x+2> 0, atau
(i) x-1<0 dan x+2<0. Untuk kasus (i) diperoleh bahwa>1 dan

x>-2, yang berartix>1. Untuk kasus (ii) diperoleh bahwa<1 dan

X< -2, yang berartix <-2. Jadi, himpunannya adalah

B={xOR:x>1 O{xOR:x<-3}.

Teorema1l.1.14. Jika a=0 dan b=0, maka
(@) a<b - a’<b? < Ja<ib.
(b) as<b - a’<b? - Ja<ib.

1.1.15. Ketaksamaan Bernoulli Jika x>-1, maka (1+Xx)"=1+nx untuk semua

nON.

10
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Bukti. Akan dibuktikan menggunakan induksi.

Untuk n=1, maka
(1+x)'21+1X = 1+ x> 1+ x (pernyataan benar).

Misalkan benar untukn=k, yaitu (1+x) = Hkx. Akan dibuktikan benar untuk

n=Kk+1, yaitu
1+ %)< = @+ x) (1+ x)= ( 1+ kx) ( 1+ X)
=1+kx+ X+kx
=1+(k+1) x+ k.

Karena k< = 0, maka (L+x)“* = 1+(k + 1) x, yang berarti benar untuk=k+1. Jadi,

terbukti bahwa (£ x "= 4nx untuk semuanON. O

1.1.16. Ketaksamaan Cauchy Jika » O N dan a,,...,a, b ,...p, OR , maka

(ab +ab,+..+ah) <(a’+a/+.+a°)(b}+b,+ . +b?)

EEENES
] {54 ) o

hanya jika terdapat sCJR sedemikian hingga a, =sb,, a, =sb,, ..., 8, =sb

h "

atau

Sdanjutnya, jika tidak semua b =0, maka (

n
i=1

Bukti. Didefinisikan fungsiF R - R sebagai berikut:
F(t)=(a —th)" +(a,~th,)"+..+(a,-th,)*, tOR.
Jelas bahwd (t) = 0, untuk setiag IR . Selanjutnya,

F(t) =(a’-2ap, +t%?) +(a,’~ 2ap,+th ) +..+(a,>~ 2a b, +t b, )

=(a’+a/+..+a’)-2A(ap,+ap,+.+ab)+t* (b7 +b 7+ .+b?)

11
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Ingat bahwaA+2Bt+Ct?>> 0 jika dan hanya jika(2B)*

B? < AC . Sehingga diperoleh bahwa

Dengan demikian teorema terbukti.

SOAL LATIHAN SUBBAB 1.1
1. Jikaa bR, tunjukkan bahwa:

(@ —(a+b)=(-a)+(-b).
(b) (-a)(-b)=ab.

©) —(%):_—;‘jika bz0.
2. Selesaikan persamaan berikut.

(@ 2x+5=8.

(b) x> =2x.

3. Jikaa#0 danb#0, tunjukkan bahwal—:(gj(
(ab) \a

1

-4AC < 0, yang berakibat

)

4. Buktikan bahwa tidak ada bilangan rasionsgédemikian hingga® = 3.

5. Buktikan bahwa jikea >0, maka(

AR

6. Jikaa pOR, tunjukkan bahwa?’ +b* =0 jika dan hanya jike=b=0.

2
7. Buktikan bahw{%(a+b)} s%(az +b?), untuk semua bOR .

8. Tunjukkan bahwa jikeaOR danm nON, makaa™"

(Gunakan induksi matematik.)

=a"a" dan @" J =a™

12
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1.2. Nilai Mutlak dan GarisBilangan Real
Dari sifat Trikotomi, dapat ditarik kesimpulan bahyilea allR dan a# 0, makaa

atau —a merupakan bilangan real positif. Nilai mutlak dar£ O didefinisikan sebagai

nilai positif dari dua bilangan tersebut.

Definisi 1.2.1. Nilai mutlak (absolute value) dari suatu bilangan real dinotasikan

dengang|, didefinisikan sebagai

a jikaa>0.
la|:=1 0 jikaa=0.
-a jikaa<O0.

Sebagai contohnya, |3] = 3 d|a|9| =9. Dapat dilihat dari definisi di atas bahwa
|al=0 untuk semuaaOR, dan bahwda| =0 jika dan hanya jikaa=0. Juga bahwa

|—aj =a untuk semua R . Berikut ini diberikan beberapa sifat nilai mutlak

Teorema 1.2.2.
(@ |ab|=|al|b| untuk semua adR .
(b) |a|2 =a? untuk semua aOR .
(©) Jika c=0, maka |a<c jikadan hanyajika -c<a<c.

(d) -|a<as<]d untuksemua aOR.

Bukti.
(a) Jika a=b=0, maka terbukti. Jikea>0 dan b>0, maka ab>0, sehingga

labj=ab=|al||. Jika a>0 dan b<0, maka ab<O0, sehingga

|abl =—ab=a(-b) =|al|b].

13
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(b) Karenaa® =0, makaa® :‘az‘ =|aa| =|a||a| = |aj2
(c) Jika |a|sc, makaa<c dan —a<c yang berarti-c<a<c. Sebaliknya, jika
~c<asc, maka diperoleta<c dan-a<c. Jadi,|a|<c.

(d) Gunakan langkah yang sama seperti pada (c) dengagambilc = |a|. O

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang disebahgdn Ketaksamaan
Segitiga Triangle Inequality).

1.2.3. Ketaksamaan Segitiga Jika a,b0R , maka [a+b|<|a|+|b].

Bukti. Dari Teorema 1.2.2(d), diketahui|al<as<|a dan —|bj<b<|b. Dengan
menjumlahkan kedua ketaksamaan diperoleh
~(|al +Jol) s a+b<laf +]b].

Menggunakan Teorema 1.2.2.(c) diperoleh bafaweb| <|a| +|b| . 0

Akibat 1.2.4. Jika a,b0R , maka
@ [al-lb<[a-b.

(b) |a-bj<[a|+[o.

Bukti.

(@) Tulis a=a-b+b dan masukkan ke dalam Ketaksamaan Segitiga. Sghing
laj=|(a~b)+b|<|a~b|+|o|. Kurangkan kedua ruas dengah, diperoleh
|al-|b|<|a-b|. Gunakan cara yang sama untik=b-a+a, diperoleh
~|a-b|<|a|-|b| . Kombinasikan kedua ketaksamaan tersebut, digerole

~la-b|<|a-| <|a-H].

Menggunakan Teorema 1.2.2(c) diperoleh balfaya|bj|<|a-b.

14
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(b) Gantilah b pada Ketaksamaan Segitiga dengan, sehingga diperoleh
la=b|<|a|+|-b|. Karena|]-b| =b, maka diperoleh bahwja-b|<|a|+|b|. [

Ketaksamaan segitiga di atas dapat diperluas sgdibgrlaku untuk sebarang

bilangan real yang banyaknya berhingga.

Akibat 1.2.5. Jika a,a,,...,a, adalah sebarang bilangan real, maka

la,+a,+...+a | <|a|+|a]+..+[a,.

Contoh 1.2.6.

X2 -3x+1

Diberikan fungsif yang didefinisikan denganf (x)=2 P untuk xD[Z,S].
X_

Tentukan konstantsl sedemikian hingg{af (x)| <M, untuk setiapr[Z,S] :

_|2X2_3X+]4_\2x2—3x+1

Diketahui|f(x)|—‘ x-1 | |x-1

‘2x2—3x+1s‘2x2‘+|— 3<|+|1L
=23 +3x+1
+:{(3)‘+]

<2|(3°
=28

dan

[2x=1=]2¢-[4
>[2(2) -4
=3.

_[2¢-3x+1 28

2x-1 3

|f(x)| <M, untuk setiapx0[2,3] .

Sehingga | f ()| . Jadi, dengan mengambiM =2—;, didapat
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GarisBilangan Real (TheReal Line)

Interpetasi geometri yang dikenal di antaranyasgaitangan reafreal line). Pada garis

real, nilai mutlakla| dari suatu elemeadR adalah jarala ke 0. Secara umurjarak

(distance) antara elemea danb di R adalah|a—b|. Perhatikan gambar berikut.

A

v

|-2-(1)=3

Gambar 1.1. Jarak antara=-2 danb=1.

Definisi 1.2.6. DiberikanaldR dané& >0. Persekitaran- ¢ (& -neighborhood) daria
didefinisikan sebagai himpunan

V.(a) :={xD]R:|x—a| <£} =(a-¢g,a+e).

V,(a)

I | I

a—-¢& a ate

A

v

Gambar 1.2. Persekitara,(a) .

Dapat dilihat bahwax [V, (a) jika dan hanya jikea—& <x<a+ ¢. Persekitaran

juga sering disebut dengéitaran.

Teorema 1.2.7. Diberikan alJR . Jika x berada dalam persekitaran V,(a) untuk
setiap £ >0, maka x=a.

Bukti. Jika x memenuhi|x—a/<& untuk setiape >0, maka berdasarkan Teorema

1.1.10 diperoleh bahwx—a| = 0, yang berakibak =0. O
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.2
1. JikaabOR danb#0, tunjukkan bahwa:

(a) |a|:\/¥,
_l

al_
b

®) 5

2. Jika x,y,zOR dan x<z, tunjukkan bahwax<y<z jika dan hanya jika
x=yl+ly-7=[x-7.

3. Jikaa<x<b dana<y<b, tunjukkan bahwax-y <b-a.

4. Carilah semua nilak OR sedemikian hinggix+1 +|x- 2= 7.

5. Buatlah sketsa grafik persamagis |x| —|x 1.

6. Diberikan £ >0 dan 6>0, dan alJR. Tunjukkan bahwaV,(a) nV;(a) dan
V. (a) OV,(a) merupakan persekitaran-daria untuk suatu nilaiy .

7. Tunjukkan bahwa jikea bOR , dana # b, maka terdapat persekiranU daria

danV darib sedemikian hinggd) nV =11.
8. Tunjukkan bahwa jikea bR , maka

@ maxqa b} =%(a+b+|a—b|) danmin{a,b} =%(a+b—|a—b|).

(b) min{a,b,c} = min{ min{a b} p} .

1.3. Sifat Lengkap R
Pada bagian ini akan diberikan salah satu sifatlHayang sering disebut dengan Sifat
Lengkap Completeness Property). Tetapi sebelumnya, perlu dijelaskan terlebih dahu

konsep supremum dan infimum.

Supremum dan Infimum

Berikut ini diperkenalkan konsep tentang batas atas batas bawah dari suatu

himpunan bilangan real.

17


Free Hand


Definisi 1.3.1. Diberikan subset tak kosor(1 R .

(@ HimpunanS$S dikatakanterbatas ke atas (bounded above) jika terdapat
suatu bilangaruOR sedemikian hingga<u untuk semuasJS. Setiap
bilanganu seperti ini disebut dengdratas atas (upper bound) dari S.

(b) HimpunanS dikatakanterbatas ke bawah (bounded below) jika terdapat
suatu bilangarwOR sedemikian hinggav< s untuk semua[]S. Setiap
bilanganw seperti ini disebut dengdoatas bawah (lower bound) dariS.

(c) Suatu himpunan dikatakater batas (bounded) jika terbatas ke atas dan
terbatas ke bawah. Jika tidak, maka dikatakdak ter batas (unbounded).

Sebagai contoh, himpunat$:={xDR:x<2} ini terbatas ke atas, sebab

bilangan 2 dan sebarang bilangan lebih dari 2 nadaup batas atas da&8i Himpunan
ini tidak mempunyai batas bawah, jadi himpunantiohek terbatas ke bawah. Ja8i,

merupakan himpunan yang tidak terbatas.

Definisi 1.3.2. DiberikanS subset tak kosong .

(@) Jika Sterbatas ke atas, maka suatu bilangatisebutsupremum (batas
atas terkecil) dais jika memenuhi kondisi berikut:
(1) umerupakan batas at&sdan
(2) jikavadalah sebarang batas éamakau<v.
Ditulis u=supS.

(b) Jika S terbatas ke bawah, maka suatu bilangafisebutinfimum (batas
bawah terbesar) dari S jika memenuhi kondisi bériku
(1) w merupakan batas baw&hdan
(2) jikat adalah sebarang batas bavamakat <w.
Ditulis w=inf S.

Mudah untuk dilihat bahwa jika diberikan suatu himan S subset dariR ,
maka hanya terdapat satu supremum, atau supremurimggal. Juga dapat

ditunjukkan bahwa jikau' adalah sebarang batas atas dari suatu himpun&osakg
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S makasupS<u , sebabsupS merupakan batas atas terkecil darBuatu subset tak

kosongS O R mempunyai empat kemungkinan, yaitu
(i) mempunyai supremum dan infimum,
(i) hanya mempunyai supremum,
(ilf) hanya mempunyai infimum,

(iv) tidak mempunyai infimum dan supremum.

Setiap bilangan reaed 1R merupakan batas atas dan sekaligus juga merupakan
batas bawah himpunan kosoh Jadi, himpunar] tidak mempunyai supremum dan

infimum.

Lemma 1.3.3. Suatu bilangan u merupakan supremum dari subset tak kosong S R
jika dan hanya jika u memenuhi kondisi berikut:
(1) s<u untuksemua sOJS,

(2) jika v<u, makaterdapat s'[1S sedemikian hingga x<s'.

Lemma 1.3.4. Diberikan subset tak kosong ST R,
(@ u=supS jika dan hanya jika untuk setiap £>0 terdapat s US
sedemikian hingga u—-£<s.
(b) w=infS jika dan hanya jika untuk setiap £>0 terdapat s,0S
sedemikian hingga u-£<s,.
Bukti.
(a) = Diketahui u=supS dan diberikane>0. Karenau—-&£<u, makau-¢

bukan merupakan batas ag&leh karena itu, terdapat] S yang lebih besar
dariu-¢, sehinggau—£<s.
O Diketahui u-£<s. Jikau merupakan batas at& dan jika memenuhi

v<u, maka diambil &:=u-v. Maka jelas €>0, dan diperoleh bahwa
U =supsS.

(b) Coba buktikan sendiri.
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Contoh 1.3.5.

(a) Jika suatu himpunan tak kosorf§y mempunyai elemen sebanyak berhingga,
maka dapat dilihat bahw& mempunyai elemen terbesar, namakandan
elemen terkecil, namakaw. Maka u=supS dan w=inf §, dan keduanya
merupakan elemes, .

(b) HimpunanS, :={x:0< x<1 mempunyai batas atas 1. Akan dibuktikan bahwa
1 merupakan supremumnya. Jike<1l, maka terdapats'S, sedemikian
hinggav<s'. Oleh karena ituy bukan merupakan batas at8s dan karena
merupakan sebarang<1l, maka dapat disimpulkan bahvgapS, = 1. Dengan

cara yang sama dapat ditunjukkan bahmfeS, =0.

Sifat Lengkap R

Akan ditunjukkan bahwa subset tak kosdRgyang terbatas ke atas pasti mempunyai
batas atas terkecil. Sifat seperti ini disebuttSingkapR . Sifat Lengkap juga sering
disebut dengaAksioma Supremum R .

1.3.6. Sifat Lengkap R  Jika subset tak kosong SR terbatas ke atas, maka

supremumnya ada, yaitu terdapat uJR sedemikian hingga u =supS.

Akibat 1.3.7. Jika subset tak kosong SR terbatas ke bawah, maka infimumnya
ada, yaitu terdapat wJR sedemikian hingga w=inf S.

Bukti. Misalkan himpunanT terbatas ke bawahT OR. Dibentuk himpunan

S={-t:t0OT}, maka S terbatas ke atas dan tidak kosong. Men&ksioma

SupremumgsupS ada, namakan =supS, maka-u=infT . 0
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.3
1. Diberikan S={xOR:x>0}. Apakah S mempunyai batas bawah dan batas

atas? Apakalnf S dansupS ada? Buktikan jawabanmu.

2. DiberikanT ::{1—(—1)"/n :nDN} . Carilahinf T dansupr .

3. Diberikan S subset tak kosondr yang terbatas ke bawah. Buktikan bahwa
inf S=-sup{-s:sOS}.

4. Tunjukkan bahwa jik# danB subset terbatas daf , maka A[J B merupakan
himpunan terbatas. Tunjukkan bahwap( AC B) = sup{ supA ,sup} .

5. Diberikan SO R dan misalkans*:=supS dalam S Jika uJS, tunjukkan
bahwasup(SO{u}) = sugs *u} .

6. Tunjukkan bahwa himpunan berhing§d]l R memuat supremumnya.

7. Jelaskan dan buktikan Lemma 1.3.3.

1.4. Penggunaan Sifat Aksioma Supremum

Pada subbab ini dibahas beberapa akibat dari akssapremum.

Teorema 1.4.1. Diberikan subset tak kosong SR yang terbatas ke atas dan
sebarang alJR . Didefinisikan himpunan a+S:={a+s:s0S}, maka berlaku

sup(a+S)=a+ sufs).

Bukti. Jika diberikan u:=supS, maka x<u untuk semua xS, sehingga
a+x<a+u. Oleh karena itu,a+u merupakan batas atas dari himpunan S.
Akibatnya sup(a+ S)sa+u. Selanjutnya, misalkav adalah sebarang batas atas
a+S, makaa+x<v untuk semuaxdS. Akibatnya x<v-a untuk semuaxS,
sehinggav—-a merupakan batas at& Oleh karena ituu= suUp<v-a. Karenav

adalah sebarang batas atasS, maka dengan menggamti dengan u =supS,
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diperoleh a+u<sup(a+S). Di lain pihak diketahuisup(a+S)<a+u. Akibatnya

terbukti bahwasup(a+S)=a+u=a+ sufs. 0

Teorema 1.4.2. Diberikan subset tak kosong SO R yang terbatas dan sebarang

bilangan real a> 0. Didefinisikan himpunan aS:={as:s'S}, maka berlaku

inf (aS) = ainf (S).

Bukti. Tulis u=infaS dan v=infS. Akan dibuktikan bahwau=av. Karena
u=inf aS, maka u<as, untuk setiaps]S. Karenav=inf S, maka v<s untuk
setiaps]S. Akibatnya av < as untuk setiaps]S. Berartiav merupakan batas bawah

aS. Karenau batas bawah terbesa® makaav <u. Karenau < as untuk setiaps(]S,

maka diperolehg < s untuk setiapsJS (sebaba>0). Karenav=inf S, maka% <v

yang berakibati < av. Di lain pihak diketahuiav<u. Akibatnyau =av. Jadi, terbukti

bahwainf (aS) = ainf (S). [

Teorema 1.4.3. Jika A dan B subset tak kosong R dan memenuhi a<b untuk semua
alJA dan b0OB, maka
SUpA< infB.

Bukti. Diambil sebarango1B, maka a<b untuk semuaallA. Artinya bahwab
merupakan batas atés sehingga sup<b. Selanjutnya, karena berlaku untuk semua
bOB, maka supA merupakan batas bawaB. Akibatnya diperoleh bahwa

SUpA< infB. O

Sifat Archimedes
Berikut ini diberikan salah satu sifat yang merigait hubungan antara bilangan real
dan bilangan asli. Sifat ini menyatakan bahwa dpabberikan sebarang bilangan real

X, maka selalu dapat ditemukan suatu bilangamaglng lebih besar daxi
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1.4.4. Sifat Archimedes. Jika xR, maka terdapat n[JN sedemikian hingga x<n.

Bukti. Ambil sebarangxR. Andaikan tidak adan[JN sedemikian hinggax<n,
maka n< x, untuk setiapn0N. Dengan kata lainx merupakan batas atas$. Jadi,
NOR, N#0, danN terbatas ke atas. Menurut aksioma supremum, reapi ada,
tulis u=supN. Karena u— kKu, maka terdapatmJN dengan sifatu— &m.
Akibatnya u <m+1 denganm+ [IN. Timbul kontradiksi dengan =supN . Berartiu

batas atasN, yaitu adam+ [N sehinggau<m+1 (u bukan batas ata® ). Jadi,

pengandaian salah, yang benar adalahrad® sedemikian hingga <n. O

Akibat 1.45. Jika s::{l:nDN},maka inf S=0.
n

Bukti. Karena S#[1 terbatas ke bawah oleh 0, maka S mempunyau infinuls

w:=inf S. Jelas bahwav>0. Untuk sebarang >0, menggunakan Sifat Archimedes,
terdapatn N sedemikian hingga1—< n, akibatnya1<g. Oleh karena itu, diperoleh
£ n

bahwa

Osws1<£.
n

Akan tetapi karen& >0 sebarang, maka berdasarkan Teorema 1.1.10 berakilnat
w=0. Terbukti bahwanf S=0. O

Akibat 1.4.6. Jika t >0, maka terdapat n JN sedemikian hingga O<i<t.
n

Bukti. Karena inf {lanN}:O dan t >0, makat bukan batas bawah himpunan
n

{1: n DN} . Akibatnya terdapat, JN sedemikian hingg@<i <t. O
n n
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Akibat 1.4.7. Jika y >0, maka terdapat n, N sedemikian hingga n, -1<y<n,.

Bukti. Sifat Archimedes menjamin bahwa subget={mON:y<m} dari N tidak
kosong. Menggunakan Sifat Urutai, mempunyai elemen yang paling kecil, yang
dinotasikan denganm, . Oleh karena itun, =1 bukan elemerk, . Akibatnya diperoleh

bahwan, - Ky<n, . O

Eksistens Bilangan Real dan Densitas Bilangan Rasional di R
Salah satu penggunaan Sifat Supremum adalah dapatadan untuk memberikan

jaminan eksistensi bilangan-bilangan real. Berikutakan ditunjukkan bahwa ada

bilangan real positik sedemikian hingga® =2.
Teorema 1.4.8. Ada bilangan real positif x sedemikian hingga x* = 2.

Bukti. Dibentuk himpunanS:{sDR:szo dans® < ? Jelas bahwaS# [ sebab

00 S dan 11S. Sterbatas ke atas dengan salah satu batas atatalgh a. Jikat > 2,
makat® > 4. Jadi,t = 21S. Menggunakan Aksioma Supremu®J R, S# 0, danS

terbatas ke atas, malamempunyai supremum. NamakaresupS, denganx[R.

Akan dibuktikan bahwa = 2. Andaikanx® # 2, makax®* <2 ataux® > 2.

Kemungkinan |: Untuk x* <2.

Karenax® <2, maka2-x* > 0. Karenai2 < maka
n® n

2
(x+£j =x? +Ex+—1zs x2+—1(2x+1).
n n n n

2

Karena2-x?>0 dan 2x+1> 0, makai j_(l>0. Menurut akibat Sifat Archimedes,
X

dapat ditemukam N sehingga
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Akibatnya
1 2
—(2x+1) < 2-x
n

dan

2
(x+1j <x2+£(2x+1) <x*+2-x*= 2
n n

2
Diperoleh bahwa(x+1j <2, yang berarti bahwax+£DS. Kontradiksi dengan
n n

x =supS. Oleh karena itu tidak mungkir® < 2.

Kemungkinan I1: x*>2.
Karenax® > 2, makax’ - 2> 0. Perhatikan bahwa
( 1)2 X 1, X
X=—=| =X ——+—=>x"-—.
m m m
Karenax®—2> 0 dan2x> 0, maka dipilihmON sedemikian hingga

2X 2X
——— atau—<x’ -2,
X =2 m

m>

Akibatnya

(x—ijz >x2—§>x2—(x2—2)=2.
m m

2
Diperoleh bahw{x—ij > 2. Berarti x—iDS, yaitu x—i batas atas. Kontradiksi
m m m

denganx =supS. Oleh karena itu, tidak mungkir® > 2. Jadi, pengandaiannya salah,

yang benar adalak® = 2. 0

1.4.9. Teorema Densitas (The Density Theorem) Jika x,yOR dengan x<y, maka

ada bilangan rasional qJQ sedemikian hingga x<q<y.
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Bukti. Dengan tidak mengurangi keumumamntiout loss of generality), diambil x> 0.

Karenax<y, makay>0 dan y—-x>0. Akibatnya

>0, sehingga dapat dipilih
y—X

NN sedemikian hingga
1
y=x
Untuk n di di atas, berlakuny—nx>1, yaitu nx+ 1<ny. Karenanx >0, maka dapat

n>

dipilih mON sehingga

m-1<nx<m.
Bilangan m di atas juga memenuhim<ny, sebab darim- &nx diperoleh
m< nx+1<ny. Jadi

nx<m<ny.

Akibatnya untuk q:m mempunyai sifatx<m:q<y. Jadi, terdapat bilangan
n n

. m .
rasionalq=— dengan sifax<q<y. O
n

Berikut ini diberikan akibat dari Teorema Densjtgaitu di antara dua bilangan

real pasti dapat ditemukan bilangan irrasional.

Akibat 1.4.10. Jika x,yOOR dengan x<y, maka ada bilangan irrasional r

sedemikian hingga x<r <y.

. : : X y .
Bukti. Menggunakan Teorema Densitas, ada bilangan I[dan —= dengan sifat
g9 g i(]%a 2 g
ada bilangan rasiongl dengan sifat~ < q <Y Akibatnya, x < qx/E <y dan qx/z
V2 J2
merupakan bilangan irrasional. 0
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.4
1. Diberikan himpunan tak koson§dan f :X - R mempunyai range terbatas di

R . JikaalR , tunjukkan bahwa:
(@) supfa+f k) xOX}=a+sugf x)xOX}.
(b) inf{a+ f(x):xOX} =a+inf{ f(x: xOX}.
2. Diberikan subset tak kosong\ dan B dari R. Dibentuk himpunan
A+B:={a+b:adAdanbOB}. Buktikan bahwasup(A+B)= supA+ sup
daninf(A+B) =inf A+inf B.

3. Jika diberikan sebarangR , tunjukkan bahwa terdapat dengan tunggalZ

sedemikian hingga—- 4x<n.
4. Jika y >0, tunjukkan bahwa terdapat 1N sedemikian hinggeél; <y.

5. Jika u>0 adalah sebarang bilangan real daf y, tunjukkan bahwa terdapat

bilangan rasional sedemikian hingga<ru<y.

1.5. Interval dalam R
Jika diberikana hJR dengana<b, makainterval terbuka yang ditentukan oleh
danb adalah himpunan

(a,b)={xOR:a<x<b}.

Titik a danb disebuttitik ujung (endpoints) interval. Titik ujung tidak termuat
dalam interval terbuka. Jika kedua titik ujung digagkan ke dalam interval
terbukanya, maka disebunterval tertutup, yaitu himpunan

[a,b] ={xOR:a<x<b}.

Interval setengah terbuka atausetengah tertutup adalah interval yang memuat
salah satu titik ujungnya. Gabungan interval tegbd&ngan titik ujun@, ditulis [a,b) ,
dan gabungan interval terbuka dengan titik ujumgditulis (a,b]. Masing-masing
interval tersebut terbatas dan mempurpanjang (length) yang didefinsikan dengan

b-a. Jikaa=b, maka interval terbukanya berkorespondensi dehgapunan kosong
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(a,a)=0, dan interval tertutupnya berkorespondensi denigempunan singleton

[a.a] ={a} .
Berikut ini diberikan lima jenis interval tidakrbatas. Simbobo (atau+c) dan

—oo digunakan sebagai simbol titik ujungnya yang takhinggalnterval terbuka tak

terbatas adalah himpunan dengan bentuk

(a,0)={xOR:x>a} dan(-c,b)={xOR:x<b}.
Himpunan pertama tidak mempunyai batas atas dam k@afua tidak mempunyai batas
bawah. Himpunan(a,oo) sering juga disebut dengamar terbuka (open a ray).
Diberikaninterval tertutup tak terbatas, yaitu

[a,00) ={xOR:a<x dan(-e,b]:={xOR:x<b}.
Himpunan [a,«) sering disebut dengasinar tertutup (close a ray). Himpunan R

dapat dituliskan sebagév'roo,oo) =R. Perhatikan bahwer dan-c bukan elememR .

1.5.1. Teorema Karakteristik Interval Jika Sadalah subset R yang memuat paling
sedikit dua titik dan mempunyai sifat:
jika x,yOS dan x<y, maka [x,y]OS,

maka S merupakan suatu interval.

Interval Susut (Nested Intervals)
Telah diketahui bahwa barisan adalah fungsiN = A# . JikaA adalah himpunan

interval-interval, maka terbentuk barisan interv{alln} Untuk mempersingkat

n=1"

penulisan, barisafl, }  cukup ditulisl,,.

Definisi 1.5.2. (Interval Susut) Barisanl, , nON dikatakaninterval susut (nested

intervals) jika
L0, 01,.01 01,,0..
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Contoh 1.5.3.

(1) Diberikan I , {o,l}, nON. Yaitu 1, =[0,1], I, =[o,1] |3={o,1]
n 2 3

Maka |, O1,01,0... (nested) dan(]1, ={0} (mempunyai titik berserikat).

n=1

(2) Diberikan 1, :(O,lj, nON. Diperoleh bahwal, 01 ,;, untuk setiapnN.
n

Tetapi ﬂln =[. Jadi, interval susut belum tentu mempunyai titédserikat.
n=1

Sebab, andaikan terdapaﬂﬂln, maka x1, untuk setiapnN. Karena

n=1

x>0, maka terdapanON sedemikian hinggal<x. Kontradiksi dengan
n

pengandaian. Jadi pengandaian salah, yang beriah@an =0.

n=1

(3) Diberikan |n=[o,1+i] maka 1,=[0,2], |2:{o,1ﬂ, |2:{o,1ﬂ,
n

Diperoleh (]1,=[0,]# 0. (Ada tak hingga banyak[[0,1]). Perhatikan
n=1

bahwainf {1+1: nDN} =1.
n

15.4. Sifat Interval Susut (Nested Interval Property) Jika I,=[a,b,], nON

interval tertutup terbatasdan |, O 1, ,, untuk setiap nON (interval susut), maka

. =0,

n=1
yaitu terdapat {[0JR sedemikian hingga {1, untuk setiap nON. Selanjutnya, jika
panjang |, =b, —a, memenuhi inf{b,-a,:nON}=0, maka elemen berserikat &

tersebut tunggal .
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Bukti. Dibentuk himpunanA={a,:nON}. Jelas Az sebaba OA, danAOR.

HimpunanA terbatas ke atas, sebapl | ,, untuk setiapnON. Sehingga diperoleh

n+1
bahwa
a, <h,
untuk setiapnON, yang berartb, batas atas. Menggunakan Sifat LengkaR , maka
supremumA ada, yaitu terdapaf ] R sedemikian hinggd = supA. Jelas bahwa
a,<¢
untuk setiapmN . Selanjutnya, untuk sebarangnJN berlaku
a,<a,,<b, <b ataua <b,.
Hal ini berakibat
sup{a, NnON} <b, ataué<h,.
Karenaa,<¢ dan é<b,, maka diperoleha, < ¢ <b, untuk setiapmN, berarti

&01, =[a,.h,], untuk setiamON. Sehingga
S0,
n=1

yang berakibat (I, # 0. Jika 7=inf{b,:nON}, maka dengan cara yang sama

n=1

(sebelumnya), diperoleh |, untuk setiapmUN . Sehingga diperoleh

noA1, -
n=1
Akan dibuktikan ketunggalannya, yaitwy=¢. Diambil sebarang £>0. Jika
inf {b, —a,: nON} =0, maka terdapan, ON sehingga
O<sn-¢é<bny—an,<¢ atau kn-E<e.

Karena berlaku untuk sebaragg> 0, makas—¢ =0 ataun =¢£. Jadi, terbukti bahwa

n=¢&0( 1, tunggal. 0

n=1
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Himpunan Terhitung (Countable)
Diberikan 7, ={1,2,3,...n}, nON. Dua himpunanA dan B dikatakanekuivalen,

ditulis A~ B jika ada fungsi bijektiff A — B. Contoh:
1. Misalkan A={1,2,3 danB={a,b,c} , makaA~ B.

2. Misalkan f :A - C denganC ={w,x,y,Z} , makaA~ C.

Suatu himpunan dikatakatak berhingga (infinite) jika himpunan tersebut
ekuivalen dengan salah satu himpunan bagian s@atihika tidak demikian, maka

himpunan tersebut dikatakéer hingga (finite), yaitu ekuivalen dengay, . Contoh:
1. HimpunanA={1,2,3 berhingga.
2. N={1,2,3.}, T={2,4,6,.} ON. fungsi

fNT
n— f(n)=2n

Jadi,N tak berhinggal juga tak berhingga.

Suatu himpunanD dikatakan denumerable jika D ~N. Suatu himpunan
dikatakanter hitung (countable) jika himpunan tersebut berhingga atianumerable.
Jika tidak, maka dikatakan himpunatak terhitung (uncountable atau non

denumerable), yaitu himpunan yang tidak ekuivalen dengBn Jika himpunanA
terhitung, makaA dapat disajikan sebagéi:{><l,x2,x3,..} denganx # x; untuki # j.
Contoh:

1. Himpunan( terhitung berhingga.
2. HimpunanN terhitung tak berhingga.

3. HimpunanA={1,2,3 terhitung berhingga.

Dapat ditunjukkan bahwaR merupakan himpunana tak terhitung. Untuk

membuktikannya cukup hanya dengan membuktikar0,1] tak terhitung. Berikut ini

diberikan teoremanya.
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Teorema 1.5.5. Himpunan | =[0,1] tak terhitung.

Bukti. Andaikanl terhitung, maka dapat ditulis dengan

I ={X %01 Xgy X, - -
Dikonstruksikan  barisan interval tertutup, terbatasusut (ested), dan

inf{b, —a,:nON} =0. Interval | =[0,1] dibagi menjadi tiga sama panjang, yaitu

[0.74:[ 7373 dan[ 73.1].

Titik x, 01 termuat dalam paling banyak dua sub intervalhRilib interval yang tidak
memuat X, namakanll:[ai,bl]. Jadi, x O1,. Selanjutnya,l, dibagi menjadi tiga

sama panjang, yaitu

2o+ Jg) [a+Jga Fg) dan[a+ 5],

Kemudian pilih sub interval yang tidak memugt namakanl, :[az,bz] JJadi, x, O, .

Jika proses diteruskan, diperoleh barisan intervaéértutup, terbatas,

1,01,01,0...01, dengan inf{b, —a,: nON} =inf {%N} Menggunakan sifat

Nested Interval, maka terdapat dengan tungga[l]ﬂln. Berarti yOI , yaitu y =X,

n=1

untuk suatunON. Akibatnya anﬂIn, yaitu x, O1,. Sedangkan dari konstruksi
n=1

diperoleh x, O1 . . Timbul kontradiksi, yang benar adalalh:[O,]] tak terhitung,

sehinggaR juga tak terhitung. O

Teorema Bolzano-Weler strass
Sebelum dijelaskan tentang Teorema Bolzano-Wessstrterlebih dahulu dijelaskan

mengenai titik cluster. Berikut diberikan defimiga.
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Definis 1.5.6. (Titik Cluster) Diberikan subset tak koson§OR. Titik xOR
disebut titik cluster (cluster points) jika setiap persekitaraiV,(x) =(x—&,x+¢€)

memuat paling sedikit satu titik angg&@gang tidak sama denganTitik cluster sering
disebut dengatitik akumulas atautitik limit.

Dengan kata lain,x titik cluster S jika untuk setiap £>0 berlaku
(V.(x)nS)-{x 2O atau(Vs(x)—{x}) nSz0.

Ekuivalen dengan mengatakan bahwvatik clusterS jika untuk setiapnON,

terdapats, JS sedemikian hingg@<|s, - X <% .

Contoh 1.5.7.
(1) Diberikan S=(0, 2). Apakah 0 merupakan titik cluster?

Jawab. Diambil £>0, maka V,(0)=(0-¢&,0+¢)=(-¢ ). Menggunakan

Teorema Densitas, maka 0 merupakan titik cluStdan 01S. Demikian juga

bahwa% merupakan titik cluste dan % ads.

(2) Diberikan A=[1,2]0{ 4 . Apakah 4 titik cluster?

Jawab. Persekitarans dari 4 adalahV,(4)=(4-¢,4+¢). Misal diambil

g:%, maka V, (4) :(4—% ,4+—;j :(3% 4—3 Sehingga diperoleh bahwa

(3% , 4%) n[14-{ 4 =0. Jadi, 4 bukan titik cluster.

(3) Diberikan B = {1: nDN} = {1,
n

N~

Wl
FN N

} Tunjukkan bahwa O titik clustes

dengan QIB.

Jawab. Menggunakan Sifat Archimedes, jika diberikan sabgre >0, maka

terdapat nOON sedemikian hingga0<1<5. Persekitaran titik 0 adalah
n
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Y/

£

(0) =(-¢,¢). Jika dipilih £ sangat kecil, maka<l<e. Jadi, 0 merupakan
n

titik clusterB dengan QI1B.

1.5.8. Teorema Bolzano-Welerstrass Setiap subset R yang tak berhingga (infinite)
dan terbatas, mempunyai paling sedikit satu titik cluster.

Bukti. Diberikan sebarang subsg8t’]l R tak berhingga dan terbatas. Kar&rbatas,

maka terdapat intervall, :[a, b] dengan panjanq‘,,(ll) =b-a. Kemudian bagilah,
menjadi dua bagian, yait{ua,%b} dan [izb,b] Karena$S tak berhingga, maka

salah satu interval tersebut memuat tak hingga dlatiyik anggotaS, sebab apabila
keduanya memuat berhingga banyak ang&tmaka berarti himpuna8 berhingga.

Namakan bagian yang memuat tak hingga banyak #&tkgota S dengan I,.
Panjangnyacl(1,) :b;za_ Selanjutnya,l, dibagi menjadi dua bagian seperti langkah
di atas, maka salah satu bagian memuat tak hingggak anggot& Namakan bagian

tersebut denganl,. Panjangnyac(lg):b_a. Apabila proses diteruskan, maka

22

diperoleh barisan interval susuegted)
L0, 01,0...01, 0.

Menurut Sifat Interval Susut, makd|l, # O , atau terdapax0( )1, .

n=1 n=1

Akan ditunjukkan bahwa titik clusterS. Diambil sebarang >0, maka terdapan [N
sedemikian hinggat;:—_?<£, dan persekitarannyd, (x) =(x-&,x+¢). KarenaxO|

2”‘? <g, makal, OV, (x). Karenal, memuat tak hingga banyak titik

dan £(1,)=

anggotaS, makaVS(x) memuat tak hingga banyak titik angg@ayang tidak sama

dengarx. Jadi,x merupakan titik clustes. O
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Himpunan Terbuka dan Tertutup
Definisi 1.5.9.

(i) Himpunan G O R dikatakanterbuka dalam R jika untuk setiapxG,
terdapat persekitaravi (x) sedemikian hinng, (x) O G.

(i) Himpunan F O R dikatakantertutup dalam R jika komplemenF, yaitu

F°¢ terbuka dalanR .

Contoh 1.5.10.
(1) Himpunan R =(-w,) terbuka, sebab untuk setiaxOR, terdapat

Vi(¥) =(x-Lx+)OR.
(2) Himpunan A=(0,1) terbuka, sebab jika diambi‘t:min{g XT_l} untuk

setiapxO A, makaV, (x) =(x-& x+&) OA.
(3) Himpunan B:[l, 2] tertutup, sebab jika diambik=1, maka untuk setiap
£>0,V,(1)=(1-£,1+¢) 0B dan +¢0B. Dapat ditunjukkan juga bahwa

B° terbuka, yaituB°® = (-,1) 0 (2,») terbuka.

1.5.11. Sifat Himpunan Terbuka
(@) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga) dan G, terbuka
untuk setiap A0 A, maka | |G, terbuka.

ADA

(b) Jika G,,G,,...,G, masing-masing merupakan himpunan terbuka, maka ﬂGi
i=1

terbuka.

Bukti.

(&) Namakan G = UGA . Diambil sebarang xJG, maka terdapatA,CJA

ACA

sedemikian hingga xUG,. Karena G, terbuka, maka terdapat
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V. (x) 0 G, 0G. Jadi, terbukti bahwa untuk setiai] G, terdapatv, (x) O G,

yang berartiG = | |G, terbuka.

ACA

(b) Namakan H :ﬂGi . Akan ditunjukkan bahwad terbuka. Diambil sebarang

i=1
xOH , makaxG , i=1,2,..n.
Karena x[JG, dan G, terbuka, maka terdapad, >0 sehinggavgl(x) 0ogG.
Karena xJG, dan G, terbuka, maka terdapa, >0 sehinggaV, (x)O0G,.

Demikian seterusnya.

Karena xOG, dan G, terbuka, maka terdapat, >0 sehinggaV, (x)OG,.

Namakane =min{¢,,,,...£,} , jelas bahwae >0. Maka V, (x) OV, (x) O G

untuk setiapi=1,2,..n, yang berakibat bahwaV,(x)OH =[G, . Jadi,

i=1

terbukti bahwg )G, terbuka. 0
i=1

Berikut ini diberikan akibat dari sifat himpunaerliuka, yaitu sifat untuk

himpunan tertutup.

Akibat 1.5.12.
(@) Jika A himpunan indeks (berhingga atau tak berhingga) dan G, tertutup

untuk setiap A0 A, maka |G, tertutup.

AOA

(b) Jika G,,G,,....G, masing-masing merupakan himpunan tertutup, maka

n
G tertutup.
=1
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SOAL LATIHAN SUBBAB 1.5
1. Jika | :=[a,b] dan I":=[a’,b] interval tertutup dalamR, tunjukkan bahwa
| 1" jika dan hanya jikaa'<a danb<b'.
2. Jika SOR tidak kosong, tunjukkan bahw&terbatas jika dan hanya terdapat
interval tertutup terbatdssedemikian hingg&s 0 | .

3. Jika SOR tidak kosong dan terbatas, dbgl::[inf SsupS] , tunjukkan bahwa
SO Ig. Selanjutnya, jikal adalah sebarang interval tertutup terbatas yang

memuatS, tunjukkan bahwd ¢ 0 J .
4. Diberikan K :=(n,) untuk nON. Buktikan bahwg K, =0.
n=1
5. JikaShimpunan terbatas d&& danT O S tidak kosong, buktikan bahwa
inf S<inf T <supT < sugsS.
6. Buktikan Akibat 1.5.1.2.(b).
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BAB 2

BARISAN DAN DERET

Pada bab ini dibahas mengenai pengertian barisanddeet. Selanjutnya, dibahas
tentang limit dan konvergensi dari suatu barisam. aDtaranya adalah Teorema
Konvergen Monoton, Teorema Bolzano-Weierstrass, Ktéaria Cauchy untuk barisan

yang konvergen.

2.1. Barisan dan Limit Barisan
Barisan $equence) pada himpunarS adalah suatu fungsi dengan domaih dan
mempunyai range dala@® Pada subbab ini akan dibahas mengenai baris@& dan

konvergensi dari suatu barisan.

Definis 2.1.1. Barisan bilangan real adalah suatu fungsi yang didefinisikan pada

himpunanN dengan range dalaf .

Dengan kata lain, barisan dalafR mengawankan setiap bilangan asli

n=1,2,3,.. kepada suatu bilangan real. Jika N > R merupakan barisan, maka

biasanya dituliskan dengan nilai daXi padan dengan notasix,. Barisan sering
dinotasikan dengaiX atau (x,) atau (x,:n0ON) atau{x} atau{x} . Apabila

diketahui suatu barisar artinyaY =(y, ).

Contoh 2.1.2.
(a) Barisan(x,) denganx, =(-1)" adalah barisar1,1,-1,1- 1,1,..(- { ,.

i:nDNj
2n

oo||—\

(b) Barisan(x,) denganx, —i ( ?1

oo l\)ll—\

1
"4
3,3

(c) Barisan konstairfk,) dengank, =3 adalah3,
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Definisi 2.1.3. Diberikan barisan bilangan refat,) dan(y,), dana OR. Maka dapat
didefinisikan

M (6)=(%) =(x£y,).

(i) a(x)=(ax).

(i) (%) &) =(%0n)-

(iv) @ = (iJ asalkany, 0.
Ya) \a

Definisi 2.1.4. (Limit Barisan) Diketahui(xn) barisan bilangan real. Suatu bilangan
real x dikatakan limit barisan (x,) jika untuk setiape>0 terdapat K (&)ON

sedemikian hingga untuk setiailN dengann= K (&) berlaku|x, - X/ <&.

Jikax adalah limit suatu barisafx,), maka dikatakar{x,) konvergen ke x,

atau (x,) mempunyai limitx. Dalam hal ini ditulislim (x,) = x ataulim(x,)=x atau

x, - x. Jika(x,) tidak konvergen, makfx,) dikatakardivergen.

Teorema 2.1.5. Jika barisan (x,) konvergen, maka (x,) mempunyai paling banyak

satu limit (limitnya tunggal).

Bukti. Andaikan lim (x,) =X danlim(x,)=x" denganx # x". Maka untuk sebarang

n- o n - oo

£>0 terdapatK' sedemikian hinggdx, — x| < &/, untuk setiapnz K', dan terdapat

K" sedemikian hinggax, - x'| < &/, untuk setiapn= K" . Dipilih K = max{K' K"} .

Menggunakan Ketaksamaan Segitiga, maka untaiK diperoleh
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|XI_X"| =|X1_Xn +Xn _Xn|
=|X = x| +|x, = X|
&/ +&/ =
< 2+ 2 E.
Karena berlaku untuk setiap>0, maka x' — X" =0 yang berartix' = x". Kontradiksi

dengan pengandaian. Jadi, terbukti bahwa limitaggdal. 0

Teorema 2.1.6. Jika (xn) barisan bilangan real dan xR, maka empat pernyataan

berikut ekuivalen.
(a) Barisan (x,) konvergen kex.
(b) Untuk setiap £ >0 terdapat KON sedemikian hingga untuk setiap n=K
berlaku |x, - X <&.
(c) Untuk setiap £€>0 terdapat KON sedemikian hingga untuk setiap n=K
berlaku x—& <X, <X+¢€.

(d) Untuk setiap persekitaran V, (x) dari x , terdapat KON sedemikian hingga

untuk setiap n= K berlaku x, OV, (x).

Bukti.
(@) = (b) Jelas (dari definisi).

(b) = (€)[x,~X{ <& = —£<X —X<E = X—£<X <X+E.
€)= (d) x-e<x,<x+& = x O(x-&x+g) = x 0OV,(x).

d) = (@) %, 0V,(x) = x-&<x,<x+e& = |x,-X<€. 0

Contoh 2.1.7.

(@) Tunjukkan bahwdim 1 0.
n-en
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Jawab. Akan ditunjukkan bahwa(xn):(lj konvergen ke O, yaitu1 ~ 0. Harus
n n

dibuktikan bahwa untuk setiag >0 terdapatK(a)DN sedemikian hingga untuk

1 g

setiapnON dengann=K (&) berlaku
n

<¢&.

Ambil sebarang £ >0, maka 1>O. Menurut Sifat Archimedes, maka terdapat
£

K(e)DN sedemikian hinggal<K(£), atau i<£. Akibatnya untuk setiap
£

K(€)

1 <¢. Jadi, terbukti bahwa untuk setiap>0

n

1
K(e)

n=K (&) berlaku

1—0‘:
n

1
==—<
n
terdapatK (£)ON sedemikian hingga untuk setiaf]N dengannz=K (&) berlaku

.1
<g,atau lim==0.
naoon

2-0
n

(b) Tunjukkan bahwdim — =0.
n-en

Jawab. Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap>0 terdapatK(g)DN sedemikian

1
= -0

hingga untuk setiamON dengann=K () berlaku
n

< ¢. Diambil sebarang

>0, maka £%>O, akibatnya i>0. Menurut Sifat Archimedes, terdapat

& 2
4 : 1 1 /. 1
K(£)ON sedemikian hingga—-<K (&) atau ——<¢’2, diperoleh ~<€.
L K (8) K
, , 1 1 1 , ,
Akibatnya untuk setiapn=K (&) berlaku —2—0‘:—25 < )2 <eg. Jadi, terbukti
n n £

bahwa untuk setiag >0 terdapatK(e)DN sedemikian hingga untuk setiag 1N

.1
< g, atau I|m—2:0.

1
— =0 im —

dengann=K (&) berlaku
n
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Contoh 2.1.8. Tunjukkan bahwa((—l)”) divergen.

Jawab. Andaikan ((—1)“) konvergen, berarti terdapat bilangan realehingga untuk
setiap £>0 terdapat KON sedemikian hingga untuk setiap>K berlaku
‘(—1)n —x‘ <1.Untuknz K dann genap, makgd-1)" =1, diperoleh
1-x<1 = -1<1-x<1,
yang berakibak >0. Untuk n> K dann ganjil, maka(-1)" = -1, diperoleh
F1-X<1 = -1<-1-x<1,
yang berakibatx<0. Timbul kontradiksi, yaitux>0 dan x<0. Jadi pengandaian

salah, yang bene((—l)”) divergen.

Teorema 2.1.9. Diberikan barisan bilangan real X =(x,:nON) dan mON. Maka
X = (X :NON)  konvergen jika dan hanya jika X konvergen. Dalam hal ini

lim X, =lim X.

Bukti. Perhatikan bahwa untuk sebarapg!N, elemen ke dari X, adalah elemen
ke-(p+m) dariX. Sama halnya, jik@ >m, maka bentuk elemen keelari X, adalah

elemen kefq—m) dariX.

Diasumsikan bahwX konvergen kex. Diberikan sebarang >0, pada barisan

X untuk n=K(¢) berlaku |x,—x/ <&, maka padaX, untuk k=K ¢)-m berlaku

%, —X < &. Dapat diambilK,, £ ¥ K £ }»m, sehinggaX,, konvergen kex.
Sebaliknya, jika padaX,, untuk k=K (&) berlaku|x —x <&, maka pada X

untuk n=K €)+m berlaku |x,~X <&. Dapat diambilK £ ¥ K, £ ym. Dengan

demikian terbukti bahwX konvergen ke jika dan hanya jikaX  konvergen ke. [
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Teorema 2.1.10. Diberikan barisan bilangan real (x,) dan xOR. Jika (a,) adalah

suatu barisan bilangan real positif dengan lim(a,)=0 dan jika untuk ¢>0 dan
mON berlaku

Ix,~X<ca,  untuksemua n=m,

maka lim (x,) = x.

Bukti. Diambil £>0, maka%>0. Karenalim(a,) =0, maka terdapakK (%)DN
sedemikian hingga untuk setiap= K(%) berlaku |an—0|<fc. Akibatnya untuk
setiap nzK(%) berlaku|xn—x|sc|an|<c%=£ atau |x, —x <. Terbukti bahwa

lim(x,)=x. 0

=0.

Contoh 2.1.11. Jikaa >0, tunjukkan bahwdim
n-«]l+na

Jawab. Karenaa >0, maka xna< * na yang berakibat bahwa

0< 1 <—1:—1E} untuk setiagmON.
l1+na na n a
Diperoleh
1 -0 = 1 <—19}=—1 untuk setiagmON.
1+na 1+na] na a|n

Karena telah diketahui bahvvh'amlzo, maka menurut Teorema 2.1.10 dan dengan
n-w

mengambilc=i >0 berakibat bahwdim 1 =0.
a n-=1+na
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SOAL LATIHAN SUBBAB 2.1
1. Tuliskan lima bilangan pertama dari barigag) untuk x, berikut.

_(
@) x,:= pat

1
(b)xn_n2+2'

2. Tentukan rumus ke-untuk barisan berikut.

@5,7,9,11, ...
1 11 1
(0) =,-=,=,——,...
2' 4’8 16

3. Untuk sebarangp IR, buktikan bahwdim (Ej =0.
n

4. Tunjukkan (menggunakan definisi limit barisan).
. 2n
a) lim| —|=2.
@ (n+1j

. n®-1 1
b) lim ==,
(b) (2n2+3j 2

5. Tunjukkan bahwdim (x,) =0 jika dan hanya jikdim (|x[) =0.

6. Tunjukkan bahwa jikax,20 untuk semuanON dan lim(x,)=0, maka

iim (/%) =0.
7. Buktikan bahwa jikalim(x,)=x dan jika x>0, maka terdapatM ON

sedemikian hingga, >0 untuk semuan=M .

8. Tunjukkan bahwdim (E—ij -0.

n n+l

2
9. Tunjukkan bahwdim (n_'j =0.
n!

10.Jika lim (x,) = x>0, tunjukkan bahwa terdapat ON sedemikian hingga jika

nzK, maka%x<xn < 2X.

44


Free Hand


2.2. Teorema-teorema Limit
Pada subbab ini akan dibahas mengenai beberapai@gang berkaitan dengan limit

pada barisan bilangan real, seperti barisan teslkzta kekonvergenan barisan.

Definisi 2.2.1.  Barisan bilangan reaX =(x,) dikatakanterbatas jika terdapat

bilangan realM >0 sedemikian hinggéx,|<M untuk semuarON.

Oleh karena itu, barisafx,) terbatas jika dan hanya jika himpunfag : nO N}

merupakan subset terbatas dal&m

Teorema2.2.2. Jika X =(x,) konvergen, maka X =(x,) terbatas.

Bukti. Diketahui X =(x,) konvergen, misalkan konvergen keDiambil £ =1, maka
terdapat KON sedemikian hingga untuk setiam=K berlaku |x, —x/<1.

Menggunakan akibat Ketaksamaan Segitiga, maKa|x <1 atau|x,|<1+|x untuk
semuanx K. NamakanM =max{x, X, ...x_, X+ ¥, maka|x|<M, untuk semua

nON. Jadi, terbukti bahwa =(x,) terbatas. 0

Teorema2.2.3. Jika X =(x,) - x, Y=(y,) - y,dan cOR, maka
(i) X£Y = x+y.
(i) XY - xy.

(i) cX - cx.

Bukti.
(i) Ambil sebarange >0. KarenaX =(x,) — x, maka terdapan, ON sedemikian

hingga untuk setiapn=n, berlaku |x, =X <§. KarenaY =(y,) - y, maka
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(ii)

terdapatn, N sedemikian hingga untuk setiag® n, berlaku|yn - y| <§. Pilih

n, =max{n, n} , maka akibatnya untuk = n, berlaku

X+ Yo = (x=y) = |06 =) + (v - v)

<|x, =x+|y, - Y| <fif-g
2 2
Karena berlaku untuk sebarang>0, maka (xn + yn) konvergen kex+y.

Dengan cara yang sama diperoleh ba}"(wg;l— yn) konvergen kex-vy. Jadi,
terbukti bahwaX £Y - x+y.
Akan dibuktikan bahwa untuk setiap>0 terdapatK (JN sedemikian hingga
untuk setiapn= K berlaku|x,y, = xy| < £ . Diketahui
XY =39 = XY, =X,V + X,y =Xy
<X, Yn = XY+ %Y =]
=[xl =Y+ =X ¥]-

Karena (x,) — x, maka (x,) terbatas, akibatnya terdaps, >0 sedemikian

hingga |x,|<M,, untuk semuanON. Namakan M :max{M1,|y|}. Diambil

sebarange >0. Karena(xn) - X, maka terdapatk, N sedemikian hingga

untuk setiapn=K, berlaku |xn—x|<ﬁ. Karena (y,) — y, maka terdapat

K,ON sedemikian hingga untuk setiag= K, berlakuly, - | <ﬁ. Namakan

K =max{K, ,K,} , maka untuk setiap= K berlaku

%Y = XY <%,/ [Va = Y]+ [%, = X[

£ € £ &
<M.—+—M==+==¢

2M 2M T 2 2
Jadi, terbukti bahwa untuk setiap>0 terdapatK OON sedemikian hingga untuk

setiap n=K berlaku |>q1yn—xy|<£. Dengan kata lain, terbukti bahwa
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(i) Ambil sebarange >0. Karena (x,) - x, maka terdapatK ON sedemikian

hingga untuk setiam > K berlaku|x, = X| <§. Perhatikan bahwa

|ox, =X =[ex, =%, + %, =X
<Jox, = x|+ %, =%
=[x lle=3+[x, = .
Karena(x,) - x, maka(x,) terbatas, yaitu terdapafl >0 sedemikian hingga

|x,|< M, untuk semuanON . Akibatnya

Xfle-d+ - <Mle-1+£=(Mfe- )+ £ <e.
Terbukti bahwa untuk setiag >0 terdapat K N sedemikian hingga untuk

setiapn= K berlaku|cxn —x| < ¢. Dengan kata lain, terbukti bahveX - cx. T[]

Teorema2.2.4. Jika X =(x,) - x dan Z =(z,) — z#0 dengan z, # 0 untuk semua

nON, maka

Bukti. Terlebih dahulu harus dibuktikan bahw%:(ij _>—1. Diambil a:%|z|,
z

z

maka a >0. Karena Iim(zn):z, maka terdapat, N sedemikian hingga untuk

setiap n= K, berlaku |zn—z|<a. Menggunakan akibat Ketaksaman Segitiga bahwa

~a<-|z,-7<|z|-|4 untuk n=K,, yang berarti%|z|:|z|—as|zn| untuk =K.

Oleh karen 1 SE untuk n= K,, maka diperoleh
T2l T2
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Selanjutnya, diberikare >0, maka terdapaK, JN sedemikian hingga jikan=K,,

maka|z, — 7 < %£|z|2. Jika diambilK (£) = max{ K, K} , maka

1
—|<e& untuk semua = K(¢).
z

‘1
zZ,

Karena berlaku untuk sebaramg> 0, maka terbukti bahwdim(%j :—i atau (%}

konvergen kel. Menggunakan Teorema 2.2.3(ii) dan dengan mengarhbebagai
z

barisan(ij ,makaX LY = {ﬁj - x(ij =X . O
Z, Z, zZ) Z

Teorema 2.25. Jika X =(x,) barisan bilangan real dengan x, =0 untuk semua

nON dan (x,) - x, maka x=0.

Bukti. Diambil £ =-x>0. Karena(xn) - X, maka terdapaK [JN sedemikian hingga

untuk setiapn= K berlaku
X, X <& = —g<x,-x<&
o X—E<X , <X+€&
o X=(=X) <X, <X+(-X)
= 2X<X,<O0.

Kontradiksi dengan pernyataan bahwga> 0, untuk semuanIN. Jadi, pengandaian

salah, yang benar adalatz 0. 0

Teorema 226. Jika (x,) - X, (y,) - y, dan x, <y, untuk semua nON, maka

X<Yy.

Bukti. Diberikan z, =y, -x, sehinggazZ:=(z,)=Y-X dan z,20 untuk semua
nON. Menggunakan Teorema 2.2.5 dan 2.2.3 diperoletvéah
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0<limz =lim(y,)-lim(x,) ataulim(x,)<lim(y,).

Jadi, terbukti bahwx<y. 0

Teorema2.2.7. Jika X :(xq) konvergen ke x dan jika a< x, <b untuk semua nON,

maka a< x<b.

Bukti. DiberikanY barisan konstarﬁb,b,b,...). Menggunakan Teorema 2.2.6 diperoleh

bahwa limX < limY =b. Dengan cara yang sama diperokek lim X . Jadi, terbukti

bahwaa< IimX <b ataua< x<b. 0

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakahwa jika suatu barisan
Y berada (terselip) di antara dua barisan yang kgeweke titik yang sama, makéa

juga konvergen ke titik yang sama.

Teorema 2.2.8. (Squeeze Theorem)  Diberikan barisan bilangan real X =(x,),
Y =(y,),dan Z =(z,) sedemikian hingga
X, <Y, <2, untuk semua nON,

dan lim(x,) =1lim (z,). Maka Y konvergen dan

lim(x,) =lim (y,)=lim (z,).

Bukti. Misalkan w:=lim(x,)=1lim(z,). Jika diberikane >0, maka terdapak ON
sedemikian hingga untuk setiag= K berlaku|x, —W <& dan|z, -w <&, atau dengan
kata lain—£ <x,—w<e& dan-£<z -w<¢. Karenax, <y, <z, maka

X, ~WSYy, —W<Z —W.
Akibatnya diperoleh bahwaes <y, —w<e¢. Karena berlaku untuk semus= K dan

£ >0, maka terbukti bahwém (y,) =w. 0
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Teorema2.2.9. Jika X =(x,) — x, maka |X|=(|x,|) - |

Bukti. Diberikan £>0. Karena X :(xn) - X, maka terdapatk IN sedemikian
hingga untuk setiapn= K berlaku |xn—x|<£. Menggunakan akibat Ketaksamaan
Segitiga, diperoleh bahwa untuk setiap N berlaku

ol =P <P, =X <&
Jadi, diperoleh bahwix | -|x| <&, atau|X|=(|x,|) - |X. 0

Teorema 2.2.10. Jika X =(x,) — x dan x, =0, maka barisan bilangan real positif

() -

Bukti. Menurut Teorema 2.2.5 diperolah bahwa>0. Akan ditunjukkan bahwa

teorema benar untuk=0 danx>0.

Kasus I: Jika x=0, diberikan £ >0. Karena(x,) - x=0, maka terdapa ON

sedemikian hingga untuk setiay® K berlaku
0<x, =x,—-0<&.
Sehingga diperoleh bahwa< \/Z <¢. Karena berlaku untuk setiap>0, maka

terbukti bahwa(\/Z) NS

Kasus Il: Jika x>0, maka vx>0. Diberikan £>0, maka terdapatK 0N

sedemikian hingga untuk setiay® K berlaku|xn - x| < ¢. Perhatikan bahwa

(V=) (% V%) x -

Karena,/x, +~/x 2+/x >0, maka diperoleh
1 £
‘\/Z_\/;‘S(ﬁj|xn_x|<ﬁ'

Karena berlaku untuk setiap>0, maka terbukti bahWél\/Z ) S Jx. 0
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Teorema2.2.11. Jika (x,) barisan bilangan real (tegas) dengan lim (h] =L (ada)
X,

dan L <1, maka (x,) konvergendan lim(x,)=0.

Bukti. Dipilih rOR sedemikian hinggalL <r <1. Diambil £=r-L>0. Karena

lim (h] =L, maka terdapaK (0N sedemikian hingga untuk setiap> K berlaku

X
h—L <¢.Karena
X,
Ko -|L|< LT
X, X,
maka
Bl <e.
X,

Sehingga diperoleh

X X _
IR -L<E & MEg+L<LHr-L=r o X, <X,
X, X, '

Jadi, untuk setiam > K berlaku

2 3 neik _ K n+l
0< Xy <XF <Xy <X, * <X = S,

Jika diambilc :r_k’ maka diperoleh
0< X, <c™ untuk semuan =K.
Mengingat bahwdim (r“) =0 (sebab0O<r <1), maka
lim(r")=0= lim (r™)=0= lim(x,,) =0=lim(x,) =0.

Jadi, terbukti bahw#x,) konvergen darim (x,)=0. 0

51


Free Hand


SOAL LATIHAN SUBBAB 2.2.
1. Tentukan apakah barisan berikut konvergen ataugbve

n? 2n’+3

= ) b = :

@ x, Y (b) X, 1
_(=)"n
© x= n+1

2. Tunjukkan bahwa jikaX danY barisan bilangan real sedemikian hinggalan

X +Y konvergen, makd konvergen.

3. Tunjukkan bahwa barisa(l(—l)n nz) tidak konvergen.

4. Diberikan y,:=vn+1-+n untuk nON. Tunjukkan bahwa(y,) dan (\/ﬁyn)

konvergen. Carilah nilai limitnya.

5. Jikaa>0,b> 0, tunjukkan bahwdjm( (n+a)(n+b)—n):%b.

6. Gunakan Teorema Squeeze (2.2.8) untuk menentukérblrisan berikut.
Ve ,
@) (n j (b) ((n!)% )

7. Berilah sebuah contoh barisan konver@gn) denganlim (EJ =1.
X,

8. Diberikan barisan bilangan real positif(:(xn) dengan Iim(hJ=L>1.
X,

Tunjukkan bahw& tidak terbatas dan tidak konvergen.

9. Diberikan (x,) barisan konvergen dafy,) sedemikian hingga untuk sebarang

£>0 terdapat M ON sedemikian hingga untuk setiam=>=M berlaku
|X, = V| < £. Apakah(y,) konvergen?

10. Tunjukkan bahwa jikgx,) dan(y,) barisan konvergen, maka barisan) dan
(v,) yang didefinisikan denganu,:=max{x,,y,} dan v, :=min{x,y,}

konvergen.
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2.3. Barisan Monoton
Berikut ini diberikan pengertian mengenai barisaik mlan turun monoton.

Definisi 2.3.1. Diberikan barisan bilangan rex =(x, ).
(i) BarisanX dikatakamaik (increasing) jika X, < x ,, untuk semuan[JN.
(i) BarisanX dikatakamaik tegas (strictly increasing) jika x, <x.,, untuk semua

nON.

(iii) BarisanX dikatakarturun (decreasing) jika X, = x.,, untuk semuanJN.
(iv) Barisan X dikatakanturun tegas (strictly decreasing) jika x >X.,, untuk

semuanN.

Definisi 2.3.2. Barisan X =(x,) dikatakanmonoton jika berlaku salah sat¥ naik

atauX turun.

Contoh 2.3.3.
(a) Barisan berikut ini naik (monoton).
i @, 23,4,.n,..).
(i @,2,2,3,3,3,...).

(i) (aa’,a’a’,..a",.) jikaa>1.

(b) Barisan berikut ini turun (monoton).

(i) (b.b?b%b*,..b",.) jika 0<b<1.
(c) Barisan berikut ini tidak monoton.
0 (+1,—1,+1,...(— i )

(i) (-1+2,-3+4,.).
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2.3.4. Teorema Konvergensi Monoton
(@) Jika X =(x,) naik (monoton) dan terbatas ke atas, maka X =(x,) konvergen
dengan
lim (x,) =sup{x, :nON} .
(b) Jika X =(x,) turun (monoton) dan terbatas ke bawah, maka X =(x,)

konvergen dengan

lim (x,) =inf {x,: nON} .

Bukti.
(@) Karena X =(>q1) terbatas ke atas, maka terdapat]N sedemikian hingga
x,<M untuk semuanON. Namakan A={x, :nON}, maka AOR,

terbatas ke atas dan tidak kosong. Menurut Sifagkap R , maka supremum

A ada, namakarx =supA. Diambil £ >0, maka terdapaK 0N sedemikian
hingga x - € < x, < x. KarenaX naik monoton, maka untuk= K berlaku
X—E<X <X, SX<X+E
atau
X—£<x <X+€ = |x,—X<e&.
Jadi, terbukti bahweX =(x,) konvergen kex=1lim(x,) =sup{x, :nON}.

(b) Gunakan cara yang hampir sama dengan pembuktian (a) 0

Contoh 2.3.5. Diketahui barisar(y,) dengany, =1 dany,,, =\/2+y, , n>1. Apakah
(y,) konvergen? Jika ya, tentukdim (y,).

Jawab. Akan ditunjukkan menggunakan induksi bah@w) naik monoton.

Untuk n=1, diperolehy, =J2+1=/3>1 (benar). Misalkan benar untuk=k, yaitu

Yier =42+ Vi s Yior 2 Vi - Akan dibuktikan benar untuli=k +1, yaitu

Y2 :\/2+ Y1 2\/2+ Y = Yis1-
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Berarti benar untukn =k +1. Jadi, menurut induks@yn) naik monoton. Selanjutnya,
ditunjukkan bahwa(y,) terbatas ke atas (oleh 3), yaityy <3, untuk semuanON.

Untuk n=1 benar, sebaly, =1< 3. Misalkan benar untuk =k, yaitu y, <3. Maka

Vi =12+ Y, <+/2+3=4/5< 2 yang berarti benar untuk=k+1. Jadi, menurut
induksi terbukti bahway, <3, untuk semuanON. Karena(y,) naik monoton dan
terbatas ke atas, maka menurut Teorema 2.3.4 bafigg) konvergen. Misalkan
y =lim(y,), maka diperoleh

y=y2+y = y?=2+y = y?-y-2=0- (y-J(y+ 3= ¢
Diperoleh y=2 atau y=-1. Untuk y=-1 jelas tidak mungkin, sebab<y <3

untuk semuanON . Jadi, terbukti bahwdy, ) konvergen datim(y,)=2.

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.3

1. Diberikan x, >1 dan x_,, =2-21 Untuk nON. Tunjukkan bahwgx,) terbatas
X,

dan monoton. Carilah nilai limitnya.
2. Diberikan x, 22 dan X, :=1+./x,—1 untuk nON. Tunjukkan bahwa(x,)

turun dan terbatas ke bawah oleh 2. Carilah nif@triya.
3. Diberikan AR tak berhingga yang terbatas ke atas dan misalkarsupA.

Tunjukkan bahwa terdapat barisan néu&g) denganx, A untuk semuanJN
sedemikian hingga =lim(x,).
4. Tentukan apakah bariséryn) konvergen atau divergen, dengan

Y, ::i+i+...+—1 untuk nON.
n+l n+2 an
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5. Diberikan ><n:=1£2+?12+...+—12 untuk setiapnON. Buktikan bahwa(x,) naik
n

dan terbatas, sehingggx,) konvergen. Retunjuk: Jika k=2, maka

1 1 1 1
— <

K k(k-1) k-1 k

)-

6. Tentukan konvergensi dan hitunglah limit barisankioe.

o) el
o)) w)

2.4. Barisan Bagian
Pada bagian ini akan diberikan konsep barisan bdgihsequences) dari suatu barisan

bilangan real.

Definisi 24.1.  Diberikan barisan bilangan reaX =(x,) dan diberikan barisan

bilangan asli naik tegag, <n, <...<n, <.... BarisanX' = (xnk) dengan

(%)= (%0 Xy 0%, o)

Contoh 2.4.2. Diberikan X ::(

SN
N
Wl
3‘||—\
~—

| =

R oGk, Bl
|

P ol olk

N
NV ;

—

(i) BarisanX; :( , ) merupakan barisan bagian d4ri

merupakan barisan bagian d4ri

Ak, N

(i) BarisanX, = (

(iii) Barisan X, =(—,—,— ,—,...| bukan barisan bagian daj sebabn, <n,.

w
N
N
(&)

56


Free Hand


Teorema 2.4.3. Jika X =(x,) konvergen ke x, maka setiap barisan bagian X' :(xnk)

dari X juga konvergen ke x.

Bukti. Diambil £>0. Karena(x,) - x, maka terdapakK £(JN sedemikian hingga
untuk setiapn= K (£) berlaku|x, — X < . Karena untuk setiapON berlakun,,, =n,,

maka untuk setiap = K(&) berlakun, 2k > K(¢). Sehingga

‘XW - x‘ <e¢.
Terbukti bahwaX' = (xnk) konvergen kex. O

Teorema 2.4.4. Diberikan barisan bilangan real X = (>q1) maka pernyataan berikut
ini ekuivalen.
(i) Barisan X =(x,) tidak konvergen ke xOR.
(i) Ada &,>0 sedemikian hingga untuk sebarang kON, terdapat n ON
sedemikian hingga n, 2k dan ‘xnk —x‘ = &,.
(ili) Ada &,>0 dan suatu barisan bagian X' =(xnk) sedemikian hingga

‘xn‘ —x‘zso untuk semua kON .

Bukti.

(i) = (i) Jika (xn) tidak konvergen ke, maka untuk suatw, >0 tidak mungkin
ditemukan kKON sedemikian hingga untuk setiap, 2k berlaku ‘xnk—x‘<go.
Akibatnya tidak benar bahwa untuk setigdIN, n=k memenuhi‘xnk—x‘<£o.

Dengan kata lain, untuk setidpl] N terdapatn, ON sedemikian hinggan, =k dan

%, =¥z .
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(i) = (iii) Diberikan &, >0 sehingga memenuhi (ii) dan diberikapL]N sedemikian
hingga n 21 dan ‘xnl—x‘zso. Selanjutnya, diberikann, 0N sedemikian hingga
n, >n, dan ‘an - x‘ > £,. Demikian seterusnya sehingga diperoleh suatsdratagian
X'= (xnk) sehingga berlak*.xnk —x‘ > g, untuk semuk ON .

(i) = (i) Misalkan X =(x,) mempunyai barisan bagiax’ :(xnk) yang memenuhi
sifat (iii). Maka X tidak konvergen ke, sebab jika konvergen ke maka X' :(xnk)
juga konvergen ke. Hal ini tidak mungkin, sebab(’=(xnk) tidak berada dalam

persekitararV/, (x). 0

Teorema 2.4.5. (Kriteria Divergensi) Jika barisan bilanganreal X =(x,) memenuhi
salah satu dari sifat berikut, maka barisan X divergen.
(i) X mempunyai dua barisan bagian konvergen X'=(xnk) dan X":(x,k)

dengan limit keduanya tidak sama.
(i) Xtidak terbatas.

Contoh 2.4.6. Tunjukkan bahwa baris{m,% ,3,—i J divergen.

Jawab. Namakan barisan di atas deng‘ﬁr:(yn), dengany, -1 jika n genap, dan
n

y, =n jika n ganjil. Jelas bahw¥ tidak terbatas. Jadi, barisari=(y,) divergen.

Berikut ini diberikan sebuah teorema yang menyatakahwa barisan bilangan

real X =(>q1) pasti mempunyai barisan bagian yang monoton. Unteknbuktikan
teorema ini, diberikan pengertian puncakak), x, disebut puncak jikax, = x, untuk

semuan sedemikian hinggan=m. Titik x, tidak pernah didahului oleh sebarang
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elemen barisan setelahnya. Perhatikan bahwa padarbgang menurun, setiap elemen
adalah puncak, tetapi pada barisan yang naik, adakelemen yang menjadi puncak.

2.4.7. Teorema Barisan Bagian Monoton  Jika X :(xn) barisan bilangan real,

maka terdapat barisan bagian dari X yang monoton.

Bukti. Pembuktian dibagi menjadi dua kasus, yatmempunyai tak hingga banyak
puncak, darX mempunyai berhingga banyak puncak.

Kasus |: X mempunyai tak hingga banyak puncak. Tulis semuaduberurutan naik,
yaitu X, X, ..o Xy ... Maka x, 2x, 2.2 X, ,... Oleh karena itu(xw) merupakan

barisan bagian yang turun (monoton).
KasusIl: X mempunyai berhingga banyak puncak. Tulis senwnegk berurutan naik,

yaitu X, X, ,...%, . Misalkan s :=m +1 adalah indeks pertama dari puncak yang
terakhir. Karenax, bukan puncak, maka terdapgt>s, sedemikian hingga <X .
Karena x, bukan puncak, maka terdapat>s, sedemikian hinggax, <x, . Jika

proses ini diteruskan, diperoleh barisan bajign) yang naik (monoton). 0

Teorema 2.4.8. (Bolzano-Weierstrass) Setiap barisan bilangan real yang terbatas

pasti memuat barisan bagian yang konvergen.

Bukti. Diberikan barisan bilangan real terbatis=(x,). NamakanS={x, :nON}

range barisan, mak&mungkin berhingga atau tak berhingga.

Kasus I: Diketahui S berhingga. MisalkanS={x,x,,....x}, maka terdapamCN
dengan k¥ms<t dan barisan (r,:kON) dengan r,<r,<r,<.. sehingga

X, =X, =...=X,. Hal ini berarti terdapat barisan bagiéxqk :kDN) yang konvergen

ke x,.
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Kasus Il: Karena$S tak berhingga dan terbatas, ma&aempunyai titik cluster atau

titik limit, namakanx titik limit S. MisalkanU, :(x—%,x+%j persekitaran titik.
Untukk =1, maka terdapat, ISnU,, x. # x sedemikian hingg#x1 —x‘ <l

Untukk = 2, maka terdapat, 1SnU,, x_# X sedemikian hingg*ag2 - x‘ <% .

Untukk = 3, maka terdapat, 1SnU,, X # X sedemikian hinggb% —x‘ <?1)’.
Demikian seterusnya, sehingga diperoleh:

Untukk =n, maka terdapax. 1SnU_, x # X sedemikian hinggbgn - x‘ <%.

Ambil £>0. Menurut Sifat Archimedes, maka terdapgat 1N sedemikian hingga

%<£. Maka untuk setiam = K berlaku‘xr —x‘ <£s%<£. Terbukti bahwa(xr )
n n n

konvergen ke dengan(xrn) barisan bagiarfx, ) . 0

Teorema 2.4.9. Diberikan barisan bilangan real terbatas X =(x,) dan diberikan

xOR yang mempunyai sifat bahwa setiap barisan bagian dari X konvergen ke x. Maka
barisan X konvergen ke x.

Bukti. Misalkan M >0 adalah batas dari barisahsehingga|>q1|s M untuk semua
nON. AndaikanX tidak konvergen k&, maka menggunakan Teorema 2.4.4 terdapat
& >0 dan barisan bagiar)(’=(xnk) sedemikian hingg#xw —x‘zgo untuk semua
KON. Karena X' barisan bagian daX, makaM juga batas dariX'. Menggunakan

Teorema Bolzano-Weierstrass berakibat balvamemuat barisan bagiax” . Karena
X" juga barisan bagian daXi maka X" juga konvergen k& Dengan demikian, akan

selalu berada dalam persekitarvg(x). Timbul kontradiksi, yang benar adalah

selalu konvergen ke O
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SOAL
1.

10.

LATIHAN SUBBAB 2.4.
Tunjukkan bahwa barisan berikut ini divergen.

n, 1 . N7
(a) (1—(—1) +Ej' (b) (smjj.
Berikan contoh barisan tak terbatas yang memuadmabagian konvergen.
Diberikan barisanX =(x,) danY =(y,). Diberikan barisarZ =(z,) dengan
definisi z := X, Z,:=Y,,...., Z,,., = X,, Z,,:=Y,. Tunjukkan bahw& konvergen
jika dan hanya jikX danY konvergen darim (x,) =lim (y, ).

Tentukan konvergensi dan limit barisan berikut.

@ |(1+2]) o (=2

Hitunglah limit barisan berikut.

@ ((3n)2lnj . (b) ((1+ 2_1an] |

Misalkan setiap barisan bagian da(iz(xn) mempunyai suatu barisan bagian
yang konnvergen ke 0. Tunjukkan bahiiva (x,) =0.

Diberikan barisan terbatas(x,) dan untuk setiap nON diberikan

s, =sup{x, (k=n} danS:=inf{s} . Tunjukkan bahwa terdapat barisan bagian

dari (x,) yang konvergen k&

Jika x, =0 untuk semuanON dan Iim((—l)”xn) ada, tunjukkan (x,)

konvergen.
Tunjukkan bahwa jika(xn) terbatas, maka terdapat barisan bag(acpk )

sedemikian hinggéim [ij =0.

13

Diberikan barisan terbatds,) dan s:=sup{x, :nON} . Tunjukkan bahwa jika

sO{ x, :nON}, maka terdapat barisan bagian dagi) yang konvergen ke

61


Free Hand


2.5. Barisan Cauchy
Definis 25.1. Barisan bilangan reakK :(xn) disebutbarisan Cauchy jika untuk

setiap £ >0 terdapatH £ JJN sedemikian hingga untuk setiap mLIJN dengan

n,m= H (€), berlaku|x, = x,|<&.
Contoh 2.5.2. Barisan(lj merupakan barisan Cauchy.
n

Jika diberikane >0, dapat dipilihH =H £ JJN sedemikian hinggaH >§_ Maka
£

jilka n,m=H , diperoleh isﬁ1<§ dan dengan cara yang sama dipero#lekg.
n m

Oleh karena itu, jikan,m= H (¢), maka

Karena berlaku untuk sebaraag> 0, maka dapat disimpulkan bah\&&j merupakan
n

barisan Cauchy.

Lemma 253. Jika X :(xn) barisan bilangan real yang konvergen, maka X

merupakan barisan Cauchy.

Bukti. Misalkan x:=lim X . Diberikan £ >0, maka terdapaK (%)DN sedemikian

: N £ o _
hingga jikan=> K(%) maka|xn—x|<§. Oleh karena itu, jikaH (&)= K(%) dan
jika n,m>=H (&), maka diperoleh
[, = %] =|(x, = %)+ (x= %)
:|xn—x|+|xm—x|<£+£:£.
2 2

Karena berlaku untuk sebaragg- 0, maka terbukti bahwéxn) barisan Cauchy. [
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Lemma25.4. Jika X =(x,) barisan Cauchy, maka X terbatas.

Bukti. Diketahui X =(x,) barisan Cauchy. Diberikaz:=1. Jika H:=H (1) dan
n=>H, maka|xn —xH| <1. Selanjutnya, menggunakan Ketaksamaan Segitigaraleh
|X,|<[%4|+1 untuk semuanON. Namakan

M = max{| x| %] .- |xq o %]+ X

maka diperolefix |< M untuk semuanON. Jadi, terbukti bahwX terbatas. 0

Teorema 2.5.5. (Kriteria Konvergensi Cauchy) Barisan bilangan real X =(x,)

konvergen jika dan hanya jika X =(x,) barisan Cauchy.

Bukti.

= Jelas (Lemma 2.5.3).

O Diketahui X =(x,) barisan Cauchy. Diambi >0, maka terdapaH = H (&) >0

sedemikian hingga untuk setiap m[IN dengan n m>=H berlaku |xn—xm|<§.

Karena X barisan Cauchy, maka X terbatas, sehinggamemuat barisan bagian

X':(xnk) yang konvergen kex*. Oleh karena itu, terdapakK =H dengan
K O{n,n,,n;,..} sedemikian hinggfx, —x*| <§. Akibatnya untukm=K diperoleh

X, =X =[x, =X X = x*|
< % = x| % =X

E €&
<—+—=¢

Karena berlaku untuk sebarang>0, maka terbukti bahwa barisar)(:(xn)

konvergen. O
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Definisi 2.5.6. Barisan bilangan reaX =(xn) dikatakankontraktif (contractive) jika

terdapat konstant@, dengan0 < C <1 sedemikian hingga

|Xn+2 _Xn+1 s C|Xn+1_xn|

untuk semuanJN . BilanganC disebutkonstan dari barisan kontraktif.

Teorema 2.5.7. Setiap barisan kontraktif merupakan barisan Cauchy, dan konvergen.

Akibat 2.5.8. Jika X =(x,) barisan kontraktif dengan konstan C, 0<C <1, dan jika

X* =lim X , maka

] . Cn—l _
0 x* x| sT=ghe =,
A C .. _
(i) [ =x[ s =% =%l

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.5.

1.
2.

Berikan sebuah contoh barisan terbatas yang bukasal Cauchy.
Tunjukkan menggunakan definisi bahwa barisan berikerupakan barisan

Cauchy.
n+1 1 1

Tunjukkan menggunakan definisi bahwa barisan bebkian barisan Cauchy.
n -1 "
@) ((—1) ) (b) [m%} © (inn)

Diberikan barisan(x,) denganx,:=+/n, tunjukkan bahwalim|x..,-x,|=0,
tetapi bukan barisan Cauchy.

Diberikan barisan Cauchfx,) sedemikian hingga, JZ untuk setiapnON.

Tunjukkan bahwgx,) selalu konstan.
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6. Jika 0<r <1 dan |x,,—X,|<r" untuk semuanON, tunjukkan bahwa(x,)

merupakan barisan Cauchy.
7. Jika y, <y, adalah sebarang bilangan real CLqu%yn_l +§yn_2 untukn>2,
tunjukkan bahwdy,) konvergen. Tentukan limitnya.

8. Jika x, >0 danx,_,:=(2+x,)" untuk n>1, tunjukkan bahwgx,) merupakan

barisan kontraktif. Tentukan limitnya.

2.6. Sifat Barisan Divergen

Pada subbab ini diberikan beberapa sifat dari shatisan bilangan rea(lxn) yang

mendekati atau menuju keeo, yaitu lim(x,) =+ dan lim(x,)=-c. Ingat bahwa

barisan divergen adalah barisan yang tidak konwverge

Definisi 2.6.1. Diberikan barisan bilangan refat,) .
(i) Barisan (x,) dikatakanmendekati +co, ditulis lim(x,)=+c, jika untuk
setiap @ OR terdapatK (a)ON sedemikian hingga jikan=K (a), maka
X >a.
(i) Barisan (x,) dikatakanmendekati —co, ditulis lim(x,)=-c, jika untuk
setiap SOR terdapatK (B)ON sedemikian hingga jikan= K (3), maka
X <B.

Barisan(xn) dikatakandivergen proper (tepat/tegas) jikdim(xn)=+oo atau

lim (x,) = —e0.. Berikut ini diberikan contoh bahwiam (n?) = +eo
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Contoh 2.6.2. Iim(nz):+oo. Jika K € )ON sedemikian hinggK a( ya, dan jika

n>K(a), maka diperolem’>n>a.

Teorema 2.6.3. Barisan bilangan real monoton merupakan barisan divergen proper

jika dan hanya jika barisannya tidak terbatas.

(a) Jika (x,) barisan naik tak terbatas, maka lim (x, ) = +co.

(b) Jika (x,) barisan turun tak terbatas, maka lim (x, ) = —co.

Bukti.
(a) Misalkan (x,) barisan naik. Jik{x,) terbatas, makdx,) konvergen. Jikgx,)

tidak terbatas, maka untuk sebaram@IR terdapatn ¢ }JIN sedemikian hingga
a <X, - Tetapi karengdx,) naik, diperoleha <x, untuk semuan=n(a). Karena
a sebarang, maka diperoleh bahliva(xn) =+00,

(b) Bukti hampir sama dengan (a). 0

Teorema 2.64. Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y,), dengan x, <y,
untuk semua NN .
(a) Jika lim (x,) = +eo, maka lim(y, ) = +e.

(b) Jika lim (y, ) = e, maka lim(x,) = —co.

Bukti.
(a) Jika lim (x,) = +e dan jika diberikana DR, maka terdapaK o( ON sedemikian

hingga jikan= K(a), makaa < x,. Karena diketahuk, <y, untuk semuanUN,
makaa <y, untuk semuan= K(a) . Karenaa sebarang, makbm (Yn) =+00,

(b) Bukti hampir sama dengan (a). 0
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Teorema 2.6.5. Diberikan barisan bilangan real (x,) dan (y,), dan untuk suatu

nfs)

Maka lim (x,)=+e jika dan hanya jika lim(y, )= +e.

LOR, L>0 diperoleh

Bukti. Diketahuilim (ﬁj =L, artinya terdapakK [JN sedemikian hingga untuk setiap

Y

n= K berlaku

w3
2 y, 2

Oleh karena itu, diperole?E%Ljyﬁx,s(—iL} y, untuk semuan=K. Sehingga

menggunakan Teorema 2.6.4, teorema terbukti. 0

SOAL LATIHAN SUBBAB 2.6

1. Tunjukkan bahwa jika(x,) barisan tak terbatas, maKa,) memuat barisan
bagian yang divergen proper.

2. Tunjukkan bahwa jikax, >0 untuk semuanON, makalim(x,)=0 jika dan
o 1
hanyajlkallm(—j =+,
X

3. Tentukan apakah barisan berikut ini divergen proper

(a (vn). (b) (Vn+1).
(© (vn-1). (d) ( n”+1j.

4. Diberikan (x,) barisan divergen proper dan diberikgyy) sedemikian hingga

lim(x,y,) OR . Tunjukkan bahwdy, ) konvergen ke O.

67


Free Hand


5. Tentukan apakah barisan berikut ini konvergen diaergen.

@) (m) | (b) (LJ

(n2+1)

©) ((nj/gl)J (d) (sinx/ﬁ).

6. Tunjukkan bahwajikaim(ij =L, denganL >0, makalim(a,) =+c .
n

2.7. Deret Tak Berhingga

Berikut ini diberikan pengantar singkat mengenaatsuderet tak berhingga dari
bilangan real.

Definisi 2.7.1. Jika X :=(x,) barisan diR , makaderet tak berhingga (cukup disebut

deret) yang dibentuk olelX adalah barisai$:= (s, ) yang didefinisikan dengan

S=X
S, =5 +X, (=% +x,)
S =SutX (=% +%+..+%)

x, disebut dengamerms dari deret, dans, disebutjumlahan parsial (partial sum).

Jika lim S ada, maka dere&d dikatakankonvergen dan nilai limitnya adalah hasil dar

jumlahan deret. Jika limitnya tidak ada, maka dikah dereSdivergen.

Deret tak berhingges yang dibangun oleh barisaixX :=(xn) disimbolkan

dengan

d(x) atau Yx  atau 2xn
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Contoh 2.7.2.

Diberikan barisanX := (r”):;o denganr JR yang membangun deret:

Zr” =1Hr4r24. 41"+
n=0

Akan ditunjukkan bahwa jiké&| <1, maka deret ini konvergen l?el—

1-r)
Misalkan s, :=1+r+r®+..+r"+ ... untuk n>0, dan jika s, dikalikan denganm dan
mengurangkan hasilnya dagj, maka diperoleh
s, (1-r)=1-r"".

Oleh karena itu, diperoleh

_1
% 1-r

Sehingga

+ > 1
Karenalr|™ - 0 saat|r|<1, maka deret geometr) " konvergen ke—— saat

— (1-r)

r|<1.

Selanjutnya, diberikan kondisi-kondisi yang dapegmberikan jaminan bahwa

suatu deret itu konvergen.

Teorema 2.7.3. (Thenth Term Test) Jikaderet ) x, konvergen, maka lim(x,)=0.

Bukti. Menggunakan Definisi 2.7.1) x, konvergen apabildim(s,) ada. Karena

X, =, —S,4, makalim(x,) =lim (s,)-lim (s,,) =0 . 0
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Teorema 2.7.4. (Kriteria Cauchy) Deret ZXn konvergen jika dan hanya jika untuk

setiap € >0 terdapat M (£) ON sedemikian hingga jika m>n> M (&) , maka

|$“_%|:|&+1+&+2+---+M|<£.

Teorema 2.7.5. Diberikan (x,) barisan bilangan real nonnegatif. Maka deret >  x;

konvergen jika dan hanya jika barisan S:(sk) dari jumlahan parsialnya terbatas.

Dalamhal ini,

gxn =lim (s ) =sup(s, :kON}.

Bukti. Karenax, >0, maka barisan jumlahan parsghaik monoton, yaitu
§<S,<..£5 <.
Menggunakan Teorema 2.3.4, baris&= (sK) konvergen jika dan hanya jika

barisannya terbatas, dalam hal ini limitnya sanreyeasup(s,} . 0

Contoh 2.7.6. Deretzi2 konvergen.
n

n=1
Karena jumlahan parsialnya monoton, maka cukumplikkan bahwa barisan bagian

(s) terbatas. Jik&k, :=2' -1=1, makas_ =1. Jikak, :=2° —1= 3, maka

Sk ::_L+(_1+_1j<1+_2:1+_1'
2 1 (2 Z z 2

dan jikak, := 2° —1= 7, maka diperoleh

S. =S +(i+i+_1+_1j<sk +_4<1+_1+_1.
e\ 5 e 7)) &7 2 2

Menggunakan induksi matematik, diperoleh bahwa kikar 2 -1, maka

2 i-1
0<s, <1+£+(—1j ++[—1j .
j 2 2 2
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Karena ruas kanan merupakan jumlahan parsial degt deometri dengan=%, maka

=2. Jadi, deretzi2 konvergen.

E
2

2.7.7. Tes Perbandingan (Comparison Tests) Diberikan barisan bilangan real

lim (s) =

X :=(x,) dan Y :=(y,), dan misalkan untuk suatu K ON berlaku
0<sx,<y, untuknz=K.
(a) Jika >y, konvergen, maka )" x, konvergen.

(b) Jika " x, divergen, maka >y, divergen.

Bukti.
(a) Misalkan Zyn konvergen. Diberikarr >0 danM ¢ YIN sedemikian hingga jika

m>n=M (&), maka
Yoa Tt Yy <€.
Jikam>max{K M (} , maka diperoleh bahwa
O Xyt X, S Y+t y, <&,
yang berakibat bahwg X, konvergen.

(b) Menggunakan kontraposisi dari (a), maka teorenauker. 0

2.7.8. Tes Perbandingan Limit Misalkan X :=(x,) barisan positif naik tegas dan

misalkan limit berikut ada dalam R , yaitu

(a) Jika r #0, maka »_ x, konvergen jika dan hanyajika >y, konvergen.

(b) Jika r =0, maka )y, konvergen jika dan hanyajika ) x, konvergen.
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Bukti.

(a) Diketahui r:= Iim(iJ dan dari soal latihan 2.1.10, maka terdagatlN
Yn

X
Y

(%rj L<x <(2r)y,

Menggunakan Tes Perbandingan 2.7.7 dua kali, ipakeyataan (a) terbukti.
(b) Jikar =0, maka terdapaK [ON sedemikian hingga untuk> K berlaku

sedemikian hingga untuik> K berlaku%r << 2r, sehingga diperoleh

0<x,<vy,.
Menggunakan Teorema 2.7.7 (a), maka pernyatagerf)kti. 0
Contoh 2.7.9. Deretz konvergen.

~n?+n
Diketahui ketaksamaan berikut benar
1 1

S —_

n+n n?

0<

untuk nON.

Karena telah diketahui bahwa derii2 konvergen, maka menggunakan Tes
n=1

Perbandingan 2.7.7 diperoleh bahwa di‘g—)’tL konvergen.

= n?
SOAL LATIHAN SUBBAB 2.7
1. Tunjukkan bahwa
- 1
a _— =
@ E(nﬂ)(mz)
1 .
(b) Z ==>0, jika a>0.

(a+n)( a+n+1) a

- 1 1
© nZ:;‘n(n+1)(n+ 2) 4
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. Jika ) x, dan)’y, konvergen, tunjukkan bahwh (x, +y,) konvergen.
. Berikan contoh deret konvergeExn dan deret divergenz y, sedemikian

hingga)_(x, +y,) konvergen. Jelaskan.

. (@) Tunjukkan bahwa dericosn divergen.

n=1

cosn
n2

(b) Tunjukkan bahwa derez konvergen.
n=1

. Jika Zan dengana, >0 konvergen, maka apakaﬁ‘n/ana\1+l juga konvergen?
Tunjukkan atau beri contoh penyangkalnya jika titakukti.

(a+.+a)

. Jika deretZan, dengana, >0 konvergen, dan jikeb, := untuk

nON, maka tunjukkan bahwibn divergen.

. Tunjukkan bahwa jikac >0, maka deret berikut ini konvergen.
1

@y —> ®) ¥- 1

n(Inn) (nn)(ininn)*
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